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Abstract

In dieser Arbeit wird ein ganzzahliges lineares Programm aufgestellt, um die Pfad-
weite von Graphen zu bestimmen. Durch zusitzliche giiltige Ungleichungen (oft
Facetten- definierende Ungleichungen) wird versucht, moglichst viele nicht- ganz-
zahlige Losungen zu verbieten, denn beim Ldsen von ganzzahligen linearen Pro-
grammen spielt die Suche nach einer Beschreibung (vollstandig oder teilweise) der
ganzzahligen Hiille durch lineare Ungleichungen eine bedeutende Rolle.
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§1 Einleitung

Viele NP-schwere Probleme, wie z.B. das Stabile- Mengen- Problem, das Cliquenpro-
blem, das Knoteniiberdeckungsproblem, das Firbungsproblem oder das Hamiltonkreispro-
blem konnen effizient, meistens sogar in Linearzeit gelost werden, falls der zugrunde
liegende Graph ein Baum oder ein Pfad ist. Oft reicht auch eine spezielle Struktur
(beschriankte Baum- oder Pfadweite) aus.

Die Begriffe der Baumweite und Pfadweite (Englisch treewidth bzw. pathwidth) wur-
den 1986 von N. Robertson und P. D. Seymour [31] eingefiihrt und beschreiben die
Ahnlichkeit des Graphen mit einem Baum bzw. Pfad. Die Definition und wichtige
Sétze sind in Kapitel 3 zu finden.

Auch in v6llig anderen Bereichen finden Baum- und Pfadweite ihre Anwendungen.
Zum Beispiel existieren Algorithmen, die NP- schwere Probleme aus der Numerik
(Cholesky- Zerlegung) oder der Evolutionstheorie in polynomieller Zeit 16sen, falls
der Graph beschrdankte Baum- oder Pfadweite hat [4]. Solche Algorithmen benotigen
als Eingabe eine Baum- oder Pfadzerlegung mit einer moglichst geringen Weite,
denn deren Laufzeit ist exponentiell in der Weite.

Das Bestimmen der Baum- und Pfadweite eines Graphen ist also auch fiir viele ande-
re Probleme sehr wichtig. Es existieren bereits einige Algorithmen dafiir. Allerdings
sind sie in der Praxis kaum anwendbar. Desweiteren gibt es erst wenige Losungsver-
fahren, die auf den Werkzeugen der linearen Programmierung basieren. Ziel dieser
Arbeit ist es daher, die Pfadweite eines gegeben Graphen mit Hilfe eines ganzzah-
ligen linearen Programms zu bestimmen und die dazugehorige Pfadzerlegung zu
konstruieren.

Im Gegensatz zu linearen Programmen ist das Problem eine optimale Losung eines
ganzzahligen linearen Programms zu finden NP- schwer, da die ganzzahlige Hiille
nicht bekannt ist. Aus diesem Grund ist die Suche nach einer Beschreibung der ganz-
zahligen Hiille durch lineare Ungleichungen beim Losen des Problems von grofier
Bedeutung.

In Kapitel 4 wird das Pfadweite- Problem modelliert und das dazugehorige linea-
re Programm aufgestellt. Dann wird die ganzzahlige Hiille des zugehorigen Poly-
eders analysiert. Durch weitere giiltige Ungleichungen wird versucht moglichst viele
nicht- ganzzahlige Losungen zu verbieten. Diese giiltigen Ungleichungen kann man
in zwei Klassen einteilen: die Ungleichungen erster Ordnung und die Ungleichungen
mehrfacher Ordnung.
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Kapitel 5 befasst sich mit den Ungleichungen erster Ordnung. Einige dieser Unglei-
chungen definieren Facetten, wie wir beweisen werden, andere jedoch nicht. Die-
se konnen wir zu Ungleichungen mehrfacher Ordnung liften. Kapitel 6 zeigt, wie
Ungleichungen zweiter Ordnung von den schon bekannten Ungleichungen erster
Ordnung aus dem vorigen Kapitel abgeleitet werden. Dieses Prinzip versuchen wir
dann in Kapitel 7 zu verallgemeinern.

In Kapitel 9 werden das Modell und die hergeleiteten giiltigen Ungleichungen an
zwei Graphklassen getestet, und die Laufzeit wird mit einem zweiten Modell (Kapi-
tel 8) verglichen. Zum Schluss werden die Ergebnisse zusammengefasst und analy-
siert. Kritikpunkte und mogliche Erweiterungen werden angesprochen.
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§2 Grundlegende Definitionen und Bezeichnungen

Dieses Kapitel gibt einen Uberblick tiber die fiir diese Arbeit relevanten Definitionen,
Bezeichnungen und Notationen aus der ganzzahligen linearen Optimierung und der
Graphentheorie und macht den Leser so mit der verwendeten Notation vertraut.

2.1 Allgemeine Definitionen und Eigenschaften

Seien A und B zwei beliebige Mengen. Wir schreiben A U B fiir die Vereinigungs-
menge und A N B fiir die Schnittmenge. Falls A eine Teilmenge von B ist, so notieren
wir A C B, bzw. A C B, falls A eine strikte Teilmenge ist. Die mengentheoretische
Differenz ist

A\B:={x|x € Aund x ¢ B}.

Falls K eine der Mengen Z, Q, R ist, dann ist K>¢ := {x € K: x > 0} und fiir die
natiirlichen Zahlen mit Null verwenden wir das Symbol Ny := IN U {0}. Die Ab-
und Aufrundungsfunktionen fiir 2 € R sind folgendermafien definiert:
la] ;== max k und [a4]:= min k.
keZk<a keZ,k>a

2.2 Grundlagen der ganzzahligen linearen Optimierung

Die im Folgenden eingefiihrten Definitionen stammen grofitenteils aus der Vorle-
sung Ganzzahlige Lineare Optimierung von Prof. Dr. Ir. Arie M. C. A. Koster aus
dem Sommersemester 2009 [22] an der RWTH Aachen.

2.2.1 Polyedertheorie

Ein Polyeder P ist eine Teilmenge von IR"”, die durch endlich viele lineare Ungleichun-
gen beschrieben wird:

P:={xeR": Ax <b}, wobei Aec R"™", becR".

Ein Polyeder, das beschrankt ist, heifst auch Polytop. Fiir eine Teilmenge
X ={x1,...,%} C R" bezeichnet man mit

k
conv(X) := {Z Aj - X
i=1

k
Ai € R furallei € {1,...,k} und Z A,-zl}
i=1
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die konvexe Hiille von X. Dies ist die kleinste konvexe Menge, die X enthlt.

Eine Menge X C Z" x R? wird durch ein Polyeder P C R"*? beschrieben, falls
X = PN (Z" x RP). Dann heifit P eine Formulierung fiir X. Eine Formulierung P;
ist besser als P, falls P; C P,. Es existiert keine bessere Formulierung fiir X als die
konvexe Hiille conv(X).

Die Vektoren x1, ..., xx € R" heifien affin unabhingig, wenn aus
k k
Z)u-xizo und Z)\i:O
i=1 i=1

stets folgt, dass Ay = A, = ... = A = 0 ist.

(2.1) Lemma
Folgende Aussagen sind dquivalent:

¢ Die Vektoren xq, ..., x, € R" sind affin unabhéngig.

e Die Vektoren (x, — x1),..., (xx — x1) € R” sind linear unabhéngig. o

Die Dimension dim(P) eines Polyeders P C R”" ist eins weniger als die maximale
Anzahl affin unabhéngiger Vektoren in P.

Eine Ungleichung 77 - x < 71y mit 7 € R"” und 7y € R heifdt giiltige Ungleichung fir
X, falls -y < mp fur alle y € X gilt.

Seien m-x < 7o und p-x < g zwei giiltige Ungleichungen. Die Ungleichung
7t - x < g dominiert die Ungleichung p - x < pp, wenn ein A > 0 existiert, so dass
A-pu<mund my < A-pound (77, 7m9) # (A, A - o) gilt.

Sei P C IR" ein Polyeder. Eine Menge S C P ist eine Seitenfliche von P, wenn eine
giiltige Ungleichung 77 - x < 71y existiert, fiir die gilt:

S={xeP: m-x=mp}

S heif3t nicht- triviale bzw. echte Seitenfldche, falls S # () bzw. S # P. Eine Menge F ist
eine Facette von P, genau dann wenn F eine nicht- triviale echte Seitenfliche von P
ist und keine strikte Teilmenge einer anderen echten Seitenfldche ist. Die Dimension
einer Facette ist genau eins weniger als die Dimension des Polyeders:

dim (F) = dim (P) — 1.
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(2.2) Beispiel
Die Seitenflichen eines dreidimensionalen Tetra-
eders (siehe Abbildung 1) sind:

¢ die leere Menge,
e die 4 Ecken,

¢ die 6 Kanten,

¢ die 4 dreieckigen zweidimensionalen Fla-
chen

* und das ganze Tetraeder.

Die Ecken und die Kanten sind in den Flachen des
Tetraeders strikt enthalten. Also sind nur die drei- Abbildung 1: Tetraeder
eckigen Flachen Facetten des Tetraeders. o

2.2.2 Lineare Optimierung

Mit Hilfe der linearen Optimierung konnen wir viele Probleme aus der Realitit
(Tourenplanung, Frequenzzuweisung, u.s.w.) modellieren und dank guter Losungs-
verfahren (Branch- and- Bound, Simplex, Schnittebenenverfahren, u.s.w.) effizient
16sen. Das Schnittebenenverfahren wird spéter in Kapitel 2.2.3 noch genauer be-
trachtet.

Von einem linearen Optimierungsproblem sprechen wir, falls wir eine lineare Ziel-
funktion unter linearen Nebenbedingungen minimieren bzw. maximieren mochten.
Seien A € R™*", b € R™ und ¢ € R". Dann ist

min ¢!
st. A-x <b

X >0

- X

ein lineares Programm (LP). Ein ganzzahliges lineares Programm (GLP) hat die glei-
che Form, nur dass zusétzlich die Ganzzahligkeit der Variablen gefordert wird.

Ein Punkt x € R”, der alle Nebenbedingungen erfiillt, heifst zulissige Losung des LP.
Eine zuldssige Losung x* ist optimale Losung, falls kein zuldssiges x mit kleinerem
Zielfunktionswert existiert. Die Menge der zuldssigen Losungen eines LP

PLPIZ{XEIRn | A-be,xZO}
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ist ein konvexes Polyeder.

Eine optimale Losung, falls tiberhaupt eine optimale Losung existiert, ist stets eine
Ecke des Polyeders Ppp. Diese kann durch das Simplex- Verfahren, welches 1951 von
G. B. Dantzig [13] entwickelt wurde, gefunden werden. Um die optimale Losung ei-
nes linearen Programms zu finden, kdnnen wir uns also auf die Ecken des Polyeders
beschréanken.

Als lineare Relaxierung eines GLP bezeichnen wir das lineare Programm, das wir
durch Weglassen der Ganzzahligkeitsbedingung erhalten. Wir notieren P;p fiir die
Menge der zuldssigen Losungen der linearen Relaxierung und

Pgrp := conv(PrpNZ")

fir die ganzzahlige Hiille. Das ist die konvexe Hiille der zuldssigen ganzzahligen
Losungen des ganzzahligen linearen Programms. Pgyp ist wieder ein Polyeder. Die
benotigte Anzahl von Ungleichungen, um die ganzzahlige Hiille vollstandig zu be-
schreiben, kann allerdings exponentiell grof3 sein, und die einzelnen Ungleichungen
sind oft nicht bekannt. Wiirde es uns gelingen die ganzzahlige Hiille vollstandig zu
beschreiben, wiirden wir mit dem Simplexalgorithmus eine optimale ganzzahlige
Losung erhalten. Es gilt:

* Eine optimale Losung der linearen Relaxierung ist stets eine duale Schranke
fiir das Originalproblem.

* Ist die optimale Losung der linearen Relaxierung ganzzahlig, so ist sie auch
optimal fiir das Originalproblem.

* Falls die lineare Relaxierung keine zuldssige Losung hat, so hat auch das Ori-
ginalproblem keine zulédssige Losung.

Diese lineare Relaxierung spielt eine tragende Rolle beim nun folgenden Schnittebe-
nenverfahren.

2.2.3 Das Schnittebenenverfahren
Bei den Losungsverfahren unterscheidet man zwischen exakten Verfahren und heu-
ristischen Verfahren. Die exakten Verfahren sind nach [15] unterteilbar in:

¢ Entscheidungsbaumverfahren: z.B. das Branch- and- Bound Verfahren von A.
H. Land, A. G. Doig [23] und von R. J. Dakin [12]

e Schnittebenenverfahren
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¢ Kombinationen aus den ersten beiden, wie zum Beispiel das Branch- and- Cut
Verfahren von M. Padberg und G. Rinaldi [26].

Bei grofleren Graphen stofit das Branch- and- Bound Verfahren schnell an seine
Grenzen.

Das Schnittebenenverfahren wurde von G. Dantzig, R. Fulkerson und S. Johnson
im Jahr 1954 [14] eingefiihrt, um das Problem des Handlungsreisenden (TSP: Trave-
ling Salesman Problem) zu 16sen. Beim TSP werden die Kurzzyklusungleichungen
(subtour elimination constraints) benttigt. Die Anzahl dieser Ungleichungen betragt
2" — 2. (n —1) und wichst exponentiell mit der Anzahl der Stadte. Eine vollstandige
Beschreibung des Polytops durch Ungleichungen ist daher sehr aufwendig und bei
grofleren Graphen nicht durchfiihrbar. Die Idee des Schnittebenenverfahrens ist es
daher, solche groflen Mengen an Ungleichungen nicht auf einmal ins LP zu laden,
sondern nur die, die gebraucht werden und erst dann, wenn sie wirklich gebraucht
werden.

Das Schnittebenenverfahren: Gegeben sei ein GLP.

1. Lose die LP-Relaxierung des Problems. Sei x* die optimale Losung.

2. a Falls x* € Z": STOP. Dann ist x* eine optimale Losung des ganzzahligen
Problems.

b Sonst: Finde eine Ungleichung, die giiltig ist fiir das GLP und von x* verletzt
wird, oder einen Beweis, dass so eine nicht existiert. Fiige diese Ungleichung
zur LP- Relaxierung hinzu und gehe zu (1).

Die in 2.b zu 16sende Aufgabe heifst Separationsproblem.

Zuerst wird eine optimale Losung der LP-Relaxierung berechnet. Dann werden wei-
tere Ungleichungen, sogenannte Schnittebenen (engl. cutting planes) dem LP hinzu-
gefligt. Diese Ungleichungen werden von allen zuldssigen Punkten des GLP erfiillt,
nicht aber von der aktuellen LP- Losung. Die besten Schnittebenen, die man so fin-
den kann, sind die Facetten des GLP- Polyeders. Beim erneuten Losen kommt da-
her eine neue Losung heraus. Dieses Verfahren wird solange durchgefiihrt, bis eine
ganzzahlige Losung und somit optimale Losung des GLP gefunden wird, oder ein
Beweis erbracht wird, dass eine solche Losung nicht existiert.

Ein gutes Beispiel zeigt Abbildung 2. Hier sind die Losungsmenge P;p und die op-
timale Losung x7 , der linearen Relaxierung, sowie die ganzzahlige Hiille Py p und
die optimale Losung x(;, des ganzzahligen linearen Programms abgebildet. Die
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Schnittebene schneidet x;, vom Polyeder ab, ohne dabei eine zulédssige ganzzahlige
Losung mit abzuschneiden.

) S T LAY D PPt
Zielfunktion ’l\ 2 | |

Abbildung 2: Beispiel einer Schnittebene

(2.3) Satz (Grotschel, Lovasz, Schrijver [17])
Das Optimierungsproblem ist in polynomieller Zeit l6sbar, genau dann, wenn das
zugehorige Separationsproblem in polynomieller Zeit 16sbar ist. o

Allerdings ist eine vollstandige Beschreibung der ganzzahligen Hiille nur fiir wenige
Probleme bekannt, d.h. oft sind nicht alle Facetten des Problems bekannt, und am
Ende des Schnittebenenverfahrens ist die optimale LP- Losung noch immer fraktio-
nal. Deswegen wird in der Praxis auch hédufig eine Kombination vom Branch- and-
Bound und dem Schnittebenenverfahren angewendet: das sogenannte Branch- and-
Cut Verfahren [26] von M. Padberg und G. Rinaldi. Hier werden die einzelnen Teil-
probleme mit dem Schnittebenenverfahren geldst. Ist die Losung noch immer frak-
tional und werden keine Ungleichungen mehr gefunden, so teilt man das Problem
wie im Branch- and- Bound Verfahren auf (Branching).

Bei den Schnittebenen unterscheidet man zwischen problemspezifischen Ungleichungen
und allgemeinen Ungleichungen.
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Die problemspezifischen Ungleichungen gelten nur fiir ein bestimmtes Optimierungs-
problem, denn sie basieren auf bestimmten kombinatorischen Strukturen. Hier kann
man oft beweisen, dass sie Facetten definieren und so in der Praxis sehr effizient
sind. Zum Beispiel die ungeraden Kreis- Ungleichungen beim Stabilen- Mengen-
Problem, die Kurzzyklusungleichungen beim TSP oder die ungeraden Mengen- Un-
gleichungen beim Matching- Problem. Solche problemspezifischen Ungleichungen
werden im weiteren Verlauf dieser Arbeit fiir das Pfadweite Problem bestimmt.

Der Vorteil von allgemeinen Ungleichungen ist, dass sie vollig unabhdngig von der
Struktur des Problems fiir eine Vielzahl von sehr unterschiedlichen Optimierungs-
problemen gelten. Viele dieser Ungleichungen haben aber nicht die Facetten- Eigen-
schaft und daher konvergiert das Schnittebenenverfahren zu langsam. Eine Methode
solche Ungleichungen zu bestimmen, ist die nun folgende Chvatal- Gomory Proze-
dur.

2.2.4 Die Chvatal- Gomory Prozedur

Das Bestimmen der ganzzahligen Hiille konvexer Polyeder ist von grofler Bedeu-
tung, denn falls die ganzzahlige Hiille bekannt ist, kann das Losen von ganzzahligen
linearen Optimierungsproblemen auf lineare Programme reduziert werden.

Eine der bekanntesten Methoden zur Erzeugung giiltiger Ungleichungen ist die
Chvatal- Gomory Prozedur [16]:

Gegeben sei ein Polyeder P = {x € R" : Ax < b,x > 0}, wobei A eine m x n Matrix
mit Spalten ay,ay, ..., a, ist. Weiter sei X = PN Z".

Die Bestimmung einer giiltigen Ungleichung erfolgt mit der C-G- Prozedur in drei
Schritten:

Chvital- Gomory Prozedur:

* Schritt 1: Wéhle u € RY,,. Die Ungleichung
n
) ((uTaj) ~x]~> <ulh

j=1

ist giiltig fiir P, dau > 0und }.i; a;x; <.
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¢ Schritt 2: Die Ungleichung
n
ula:| - x;) <uTb
£ (| )

ist gtiltig fiir P, da x > 0.
e Schritt 3: Die Ungleichung

£ (579 %) < |+

heifst Chvétal- Gomory- Schnitt und ist giiltig fiir X, da x € Z".

Die Chvétal- Gomory Prozedur nutzt die Ganzzahligkeitsbedingung der Variablen
explizit aus.

Wir definieren
PO = ppp,
P .= PrpN ﬂ {x } LuT-AJ x < {uT-bJ}

u>0

plk+1) (p<k>)“>.

Wir nennen P®) den k- ten Chudtal-Abschluss von Py p.

(2.4) Satz (V. Chvatal [11] und A. Schrijver [33])

Sei P ein Polyeder. Dann kann jede giiltige Ungleichung fiir X = PN Z" durch
endlich viele Wiederholungen der C-G- Prozedur erzeugt werden. D.h. es existiert
ein t € INg mit

Perp = PY c PV C ... c PV C PO = ppp. o

Der Chuital- Rank von P ist definiert als die kleinste ganze Zahl t € INy, fiir die
P = Pgrp gilt.

10
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2.3 Notationen aus der Graphentheorie

In dieser Ausarbeitung bezeichnet G = (V, E) einen endlichen und einfachen (d.h.
ungerichtet und ohne Mehrfachkanten und Schleifen) Graphen, mit n := |V| Knoten
und m := |E| Kanten. Da die Kanten nicht gerichtet sind, entspricht eine Kante einer
2- elementigen Teilmenge von V. Fiir eine Teilmenge I C V der Knoten, ist

G[I] = <I,{{U,w} €E|vwe I})

der von I induzierte Teilgraph von G, d.h. G[I] besteht aus allen Knoten aus I und
allen Kanten, die in G zwischen ihnen verlaufen. Wir kiirzen G[V\I] oft mit G\I
ab.

Zwei Knoten v, w € V heiflen adjazent oder benachbart, falls {v,w} € E, also wenn sie
durch eine Kante verbunden sind. Ein Knoten v € V und eine Kante ¢ € E heifen
inzident genau dann, wenn v € e. Die Nachbarschaft eines Knotens ist die Menge aller
seiner Nachbarn, also

N(v) ={w € V|{v,w} € E}.

Die abgeschlossene Nachbarschaft ist N[v] = N(v) U {v}.

Der Grad eines Knotens v € V ist die Anzahl seiner Nachbarn und wir kiirzen ihn
mit dg(v) ab, bzw. d(v), falls klar ist, um welchen Graphen es sich handelt. Der
Minimalgrad 6(G) und der Maximalgrad A(G) definieren wir wie folgt:

J(G) :=mind(v) und  A(G):=maxd(v).

veV veV

Ein Weg der Lange k ist eine Folge von Knoten (v1,vy, ..., v) mit {v;,v;11} € E fiir
allei = 1,...,k — 1. Sind zusitzlich alle Knoten paarweise verschieden, so spricht
man von einem Pfad. Enthilt der Pfad alle Knoten von G, so nennt man ihn auch
einen Hamiltonpfad. Ein Kreis ist ein geschlossener Weg, d.h. v; = vy, mit mindestens
3 (verschiedenen) Knoten.

Ein Graph ist genau dann zusammenhingend, wenn zwischen je zwei Knoten min-
destens ein Weg existiert. Eine Zusammenhangskomponente des Graphen ist eine ma-
ximale zusammenhdngende Teilmenge seiner Knoten.

Ein Baum ist ein kreisfreier zusammenhangender Graph. Ein Unterbaum ist ein Teil-
graph eines Baumes, der selbst wieder ein Baum ist.

11
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Abbildung 3: Beispiel eines Baumes: Abbildung 4: Beispiel eines vollstdn-
Dieser Graph ist zusam- digen Graphen: der Ks.
menhdngend und die Die Knoten 4, b, c bilden
Folge (d,b,a,c,g) ist ein eine Clique.

Pfad.

Ein Graph heifst vollstindig, falls je zwei Knoten durch eine Kante miteinander ver-
bunden sind. Eine Cligue ist eine Teilmenge der Knoten Q C V, wobei G[Q] voll-
standig ist. Die Cliquenzahl w(G) ist die Anzahl der Knoten einer gréiten Clique von
G.

12
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§3 Baum- und Pfadweite

Dieses Kapitel gibt eine Einfiihrung in die Theorie der Baum- und Pfadweite. Dazu
gehoren zum einen die formale Definition, zum anderen aber auch wichtige Satze
und ein Uberblick tiber existierende Algorithmen und Approximationen. Eine spie-
lerische Anwendung wie das Réiuber- und- Gendarm- Spiel darf natiirlich auch nicht
fehlen.

3.1 Definition

Der Begrift der Baumweite (Englisch treewidth) wurde von N. Robertson und P. D.
Seymour [31] eingefiihrt und besagt, wie gro8 die Ahnlichkeit des Graphen mit einem
Baum ist, d.h. wie viele Knoten wir maximal zu einem Knoten verschmelzen miissen,
damit der Graph wie ein Baum aussieht.

(3.1) Definition (Baumweite)

Sei G = (V,E) ein einfacher ungerichteter Graph. Eine Baumzerlequng von G ist ein
Paar (X, T), wobei T = (I, F) ein Baum ist und X = {X;|i € I} eine Familie von
Untermengen von V (diese Untermengen werden als Taschen bezeichnet, englisch:
bags), so dass

1. U X; =V, d.h. jeder Knoten aus V ist in mindestens einer Tasche.
il

2. Fir alle Kanten {v,w} € E existiert ein Index i € I mit v,w € X;, d.h. die
beiden Endknoten jeder Kante sind zusammen in mindestens einer Tasche.

3. Fiir alle Indizes i,j,k € I gilt: Falls j auf dem Pfad in T von i zu k liegt,
dann ist X; N Xy C X;, d.h. fir jeden Knoten v € V bilden die Mengen
I, = {i € I|v € X;} einen zusammenhingenden Unterbaum von T.

Die Weite der Baumzerlegung (X, T) von G ist die Kardinalitit der grofiten Tasche
minus 1, also die Zahl max;c;|X;| — 1. Die Baumuweite von G ist die kleinste Weite
aller moglichen Baumzerlegungen und wird tw(G) abgekiirzt. o

Die Subtraktion von 1 dient der Normierung; so haben Baume Baumweite 1. Je
grofler die Baumweite ist, umso weniger dhnelt der Graph einem Baum. Ein Graph
hat genau dann Baumweite 0, wenn er keine Kanten enthdlt. Jeder Graph hat die

13
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triviale Baumzerlegung (X, T), wobei X = {V} und T der Baum, bestehend aus
einem einzigen Knoten, ist.

Abbildung 5: Der Graph Gy Abbildung 6: Eine Baumzerlegung minimaler
Weite von Gy. Es gilt: tw(Gp) = 2.

Falls T in Definition (3.1) ein Pfad ist, dann sprechen wir von Pfadzerlequng bzw.
Pfadweite: auch diese Definition stammt von N. Robertson und P. D. Seymour [31]:

(3.2) Definition (Pfadweite)
Sei G = (V, E) ein einfacher ungerichteter Graph. Eine Pfadzerlegung von G ist eine
Folge von Knotenteilmengen (Xj, X, ..., X;), so dass

. U X =V,

1<i<r
2. Fiir jede Kante {v,w} € E, existiert ein Index i € {1,...,r} mito,w € X;,
3. Fir alle Indizes i,j,k € {1,...,r} gilt: falls i < j <k, dann ist X; N X C X;.

Die Weite der Pfadzerlegung (Xi, Xp,...,X;) von G ist die Zahl max;<;<,|X;| — 1.
Die Pfadweite von G ist die kleinste Weite aller moglichen Pfadzerlegungen und wird
pw(G) abgekiirzt. o

Ein Pfad hat Pfadweite 1. Je grofier die Pfadweite, umso weniger dhnelt der Graph
einem Pfad.

Es existieren viele dquivalente oder dhnliche Formulierungen zur Baumweite. So
zeigte zum Beispiel D. . Rose [32] die Aquivalenz zwischen der Klasse der partiellen

14
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Abbildung 7: Eine Pfadzerlegung mit minimaler Weite zu dem Graphen Gy aus
Abb. 5. Es gilt: pw(Gy) = 3.

k- Baume und der Klasse der Graphen mit einer Baumweite von hochstens k. Eine
Ubersicht iiber verwandte Begriffe ist in H. L. Bodlaender [6] zu finden.

3.2 Eigenschaften

(3.3) Satz (Siehe [18] Satz 10.19 und 10.20)
1. Sei G = (V,E) ein Graph und G’ = (V/,E’) ein Teilgraph von G. Dann gilt:
tw(G") < tw(G) und pw(G') < pw(G).

2. Die Baumweite eines Graphen G = (V, E) ist gleich dem Maximum der Baum-
weiten der Zusammenhangskomponenten von G.

3. Die Pfadweite eines Graphen G = (V, E) ist gleich dem Maximum der Pfad-
weiten der Zusammenhangskomponenten von G. o

Beweis
1. Entfernt man alle Knoten aus V\V’ aus der Baumzerlegung (bzw. Pfadzerle-
gung) von G, so erhilt man eine Baumzerlegung (bzw. Pfadzerlegung) fiir G'.

2. Sei G = (V, E) ein Graph mit k Zusammenhangskomponenten Gy, . .., Gy. We-
gen Teil 1 gilt:

tw(G) > ‘rrllaxktw(Gi).
i=1,...,

Verbindet man die k Baumzerlegungen zu einem Baum, so entsteht eine Baum-
zerlegungen fiir G. Somit gilt auch:

tw(G) < .rr}axktw(Gi).
i=1,...,

Insgesamt folgt also die Behauptung.
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3. Sei G = (V, E) ein Graph mit k Zusammenhangskomponenten Gi, . .., Gx. We-
gen Teil 1 gilt:

pw(G) > _n}axkpw(Gi).
i=1,...,

Verkettet man die k Pfadzerlegungen zu einem Pfad, so entsteht eine Pfadzer-
legung fiir G. Somit gilt auch:

pw(G) < _n}axkpw(Gi).
i=1,...,

Insgesamt folgt also die Behauptung. O

Also konnen wir uns im Folgenden auf einfache und zusammenhéngende Graphen
beschrédnken.

(3.4) Satz (Arnborg, Corneil, Proskurowski[3]. Bodlaender [5])
a) Das Problem, die Baum- bzw. Pfadweite eines Graphen zu bestimmen, ist NP-
vollstandig.

b) Fiir alle k € IN kann man in Linearzeit feststellen, ob ein Graph hoéchstens Baum-
bzw. Pfadweite k hat und falls ja, diese auch bestimmen. o

3.3 Das Rauber- und- Gendarm- Spiel

Als Einfithrung in die Theorie der Baum- und Pfadweite dient in der Literatur oft
eine spielerische Herangehensweise: das Riuber- und- Gendarm- Spiel von A. LaPaugh
[24] bzw. T. D. Parsons [27]. Wie der Name es andeutet, wird ein Rauber von mehre-
ren Gendarmen auf einem Spielfeld gejagt. Als Spielfeld dient ein Graph G = (V, E).
Der Rauber und die Gendarmen bewegen sich von Knoten zu Knoten mit zwei Un-
terschieden:

* Der Réduber kann sich zu jedem Zeitpunkt beliebig schnell von einem Knoten
zu einem anderen bewegen, solange ein Pfad ohne Gendarm zwischen den
beiden Knoten existiert.

* Die Gendarmen bewegen sich auch von Knoten zu Knoten, allerdings miis-
sen diese Knoten nicht miteinander verbunden sein, und der Gendarm beno-
tigt eine bestimmte Zeit dafiir. Anschaulich betrachtet fliegen die Gendarmen
mit dem Helikopter von Knoten zu Knoten. Wahrend des Flugs sind weder
Anfangs- noch Endknoten besetzt, und der Rauber konnte den so entstande-
nen Weg nutzen.
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Ziel des Spiels ist es, den Rduber mit so wenigen Gendarmen wie mdoglich einzufan-
gen, wobei der Rauber nur auf Knoten verhaftet werden kann. Dabei gibt es zwei
Varianten:

* Mit Sehen: (Siehe dazu P. D. Seymour und R. Thomas [34] und L. M. Kirousis
und C. H. Papadimitriou[19]) Die Gendarmen wissen (dank guter Uberwa-
chungskameras) immer wo, d.h. in welchem Knoten des Graphen der Réuber
sich gerade aufhdlt und konnen ihre Strategie danach ausrichten. Dabei ge-
lingt es nicht den Rauber zu schnappen, wenn einfach ein Gendarm zu dem
Knoten fliegt, wo der Réduber sich gerade aufhilt. Denn der Réduber ist schneller
und kann in der Zwischenzeit zu einem anderen Knoten fliehen. Vorausgesetzt
natiirlich es existiert ein Fluchtweg, der nicht von einem Gendarm zugesetzt
ist. Die minimale Anzahl an Gendarmen die benétigt werden, um den Rauber
einzufangen, ist genau fw(G) + 1.

* Ohne Sehen bzw. unsichtbar: (Siehe dazu A. LaPaugh [24]) Die Gendarmen
haben keine Information dariiber, wo der Rauber sich gerade aufhalt. Sie miis-
sen den Graphen von einer Seite zur anderen durchsuchen, um den Réiu-
ber zu finden. Dabei miissen sie aufpassen, dass der Réduber zu keinem Zeit-
punkt in den bereits durchsuchten Teilgraph fliehen kann. Die minimale An-
zahl an Gendarmen die benétigt werden, um den Rduber einzufangen, ist ge-
nau pw(G) + 1.

Abbildung 8: Das Réuber- und- Gendarm- Spiel mit Sehen

(3.5) Beispiel
Als Beispiel betrachten wir die beide Varianten des Spiels auf dem Graph aus Ab-
bildung 5:

* Mit Sehen: In Abbildung 8 sind die drei wichtigsten Phasen dargestellt, um
den Réduber zu schnappen: Der Raduber startet auf Knoten d. In diesem Fall
setzen wir zwei Gendarmen auf die Knoten f und g. Somit kann der Réuber,
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falls wir einen zusitzlichen Gendarm auf den Knoten d setzen, nur noch auf
die Knoten a,b und c fliichten. Wir mussten einen zusitzlichen Gendarm hin-
zuziehen, denn hitte einer der beiden Gendarmen aus f oder g seinen Knoten
verlassen, um zu Knoten d zu fliegen, hétte der Rdauber in der Zwischenzeit
zu dem leer gewordenen Knoten fliehen konnen. Es gelingt den Gendarmen
schliefSlich zu dritt den Réuber zu fangen. Denn im dritten Bild aus Abb. 8
muss nur noch der Gendarm aus Knoten 4 zu a gehen, um den Réuber zu
verhaften. Der Rduber kann nicht fliehen, denn alle seine Fluchtwege sind zu-
gestellt. Somit ist die Baumweite des angegebenen Graphen 2.

* Ohne Sehen: Auf demselben Graphen brauchten wir 4 Gendarmen, um den
Réduber beim Spiel ohne Sehen einzufangen. Denn hier konnen die Gendarmen
nicht einfach in der Mitte des Graphen anfangen und dann schauen, wo der
Réduber ist. Sie miissen auf einer Seite anfangen und dann den Graphen Kno-
ten fiir Knoten so absuchen, dass der Rduber nie mehr auf bereits abgesuchte
Knoten fliichten kann. Also ist die Pfadweite des Graphen 3. ©

Mit Hilfe des Beispiels wurde der Zusammenhang zur Baum- bzw. Pfadzerlegung
deutlich:

* Mit Sehen: In einer optimalen Strategie besetzen wir in jedem Schritt genau
die Knoten des Graphen, die auch in der entsprechenden Tasche einer Baum-
zerlegung minimaler Weite sind, mit einem Gendarm. Dann arbeiten wir uns
zu einer Blatttasche des Baumes der Zerlegung vor, je nachdem wohin der
Réuber fliichtet.

* Ohne Sehen: In einer Pfadzerlegung minimaler Weite entsprechen die Knoten
aus Tasche i genau den Knoten, auf denen, in einer optimalen Strategie, im i-
ten Schritt ein Gendarm steht.

3.4 Untere und obere Schranken

Dieses Kapitel gibt einen kleinen Uberblick iiber bekannte untere und obere Schran-
ken fiir die Baum- und Pfadweite. Solche Abschédtzungen sind oft sehr hilfreich bei
der Bestimmung der Baum- bzw. Pfadweite eines Graphen. Zuerst sind ein paar
untere Schranken fiir die Baumweite aufgelistet. Da jede Pfadzerlegung auch eine
Baumzerlegung ist, gelten diese unteren Schranken auch fiir die Pfadweite:

tw(G) < pw(G) < |V|—-1.
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Man kann leicht erkennen, dass jede Clique in mindestens einer Tasche sein muss.

(3.6) Satz (H. L. Bodlaender, R. H. Mo6hring [9])
Gegeben sei ein Graph G = (V,E), eine Clique Q C V und eine Baumzerlegung
({Xi;| i € I}, T = (I,F)). Dann existiert ein i € I mit Q C X;. o

Beweis

Dieser Satz kann sehr schnell mit der Helly- Eigenschaft bewiesen werden. Siehe dazu
H. L. Bodlaender und R. H. Méhring [9]. Es geht aber auch anders:

Alternativer Beweis: Falls |Q| < 2 ist, ist die Behauptung wegen Bedingung 1 und
2 der Baumzerlegung erfiillt. Sei nun |Q| > 3:

Angenommen es existiert kein i € I mit Q C X;. Dann existieren 3 paarweise ver-
schiedene Knoten wq,wy, w3 € Q, so dass {wy, wy}, {wy, w3}, {wp, w3} in 3 ver-
schiedenen Taschen X,;, X;, X, liegen. Solche 3 Knoten existieren, denn sonst giabe
es eine Tasche X; mit Q C X;. Wegen Bedingung 3 der Baumzerlegung existiert ein
Pfad zwischen X, und X, zwischen X, und X, und zwischen X; und X.. Dies ist
allerdings ein Widerspruch zur Kreisfreiheit von T. (]

Dieser Satz gilt auch fiir die Pfadweite.

(3.7) Satz (S. Ramachandramurthi [28]-[30])
Fiir jeden Graphen G = (V,E) gilt:

tw(G) = 1r(G) = 62(G) 2 6(G),
wobei 6,(G) := min{d(v)| v € V und Jw € V\{v}: d(w) < d(v)} und

V] -1 , falls G eine Clique ist
min, ey, {00} ¢ Max{d(v),d(w)} , sonst. o

Tr(G) = {

Beweis
Gegeben sei ein Graph G = (V, E) und eine Baumzerlegung

({Xiliel}, T=(LF))

der Weite tw(G), so dass |I| minimal ist. Der Beweis erfolgt in drei Schritten wie in

[8]:
e Behauptung 1: Es existiert ein Knoten v € V mit d(v) < tw(G).
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Beweis

Falls die Baumzerlegung nur eine Tasche hat, ist die Behauptung trivial. Ange-
nommen es gibt mindestens 2 Taschen: Sei s € I ein Blatt von T. Da die Baum-
zerlegung minimal ist, gibt es einen Knoten v € X, so dass v ¢ X; fiir alle
t € I\{s}. Sonst wire wegen der dritten Bedingung der Baumzerlegung jeder
Knoten aus X, auch in der Vorgangertasche, und die Tasche s wire {iberfliis-
sig. Ein Widerspruch zu Minimalitit. Auflerdem miissen wegen der zweiten
Bedingung der Baumzerlegung auch alle Nachbarn von v in der Tasche s sein.
Und somit ist d(v) < tw(G). Insbesondere ist 6(G) < tw(G). O

* Behauptung 2: Falls der Graph G nicht vollstindig ist, so enthilt er mindestens
2 nicht benachbarte Knoten v,v’, so dass d(v),d(v") < tw(G).

Beweis

Wihle das Blatt s € I und den Knoten v € X, so wie in Behauptung 1. Wahle
dann ein weiteres Blatt s’ € I\{s}. Der Baum T hat mindestens 2 Blitter, da G
nicht vollstdndig ist. Da die Baumzerlegung minimal ist, gibt es einen Knoten
v/ € Xy, so dass v/ ¢ Xy fir alle w € I\{s'}. Die Knoten v und v’ sind
nicht benachbart, denn sonst wiren sie zusammen in mindestens einer Tasche
der Baumzerlegung. Da v’ nur in einer Tasche ist, gilt auch: d(¢v') < tw(G).
Insgesamt folgt also die Behauptung. Insbesondere ist tw(G) > d2(G). O

e Behauptung 3: tw(G) > yr(G).
Beweis
Falls der Graph vollstindig ist, gilt: tw(G) = |V| —1 = qgr(G). Jetzt konnen
wir annehmen, dass der Graph nicht vollstindig ist. Dann existieren wegen

Behauptung 2, zwei nicht benachbarte Knoten v, w € V mit Grad kleiner gleich
tw(G). Also vr(G) < tw(G). O

Der Rest, also yr(G) > 6,(G) > 6(G) folgt aus der Definition. O

(3.8) Satz (L. Sunil Chandran und C. R. Subramanian [35])
Fiir jeden Graphen G = (V,E) gilt:

(@) = ddﬂ , m (@ = 1)lED/2) _ 2) .

wobei d* der Durchschnittsgrad und g die Taillenweite vom Graphen ist. e ist der
nattirliche Logarithmus. o
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Die Taillenweite ¢ ist die Lange eines kiirzesten, nicht trivialen Kreises des Gra-
phen.

(3.9) Satz (Rose (1974) in [32])
Fiir jeden Graphen G = (V, E) mit tw(G) < k gilt:

E| < k- |V] 5 K(k+1).

Beweis
Sei G = (V,E) ein Graph mit fw(G) < k. Der Beweis erfolgt mit einer Induktion
tiber |V| = n wie in Lemma 10.16 von [18].

* Falls n < k+1, so hat G hochstens so viele Kanten wie ein vollstdndiger Graph
mit k + 1 Knoten, d.h.

E| g%-k-(k+1):k-(k+1)—%-k-(k+1):k-n—%-k-(kJrl).

e Seijetzt n > k + 1. Nach Satz (3.7) existiert ein Knoten v € V mit d(v) < k. Sei
G’ := G\{v} = (V/,E’). Dann gilt erstens: tw(G’) < k und zweitens gilt:
|E| < |E'|+k
LV. 1
< k-(n—l)—ﬁ-k-(k—l—l)—f-k

:k-n—%-k~(k+1).
Und damit ist der Beweis erbracht. U

Jetzt wird noch eine obere Schranke fiir die Pfadweite vorgestellt. Sie ist also auch
gliltig fiir die Baumweite.

(3.10) Satz (J. Kneis, D. Moélle, S. Richter und P. Rossmanith (2008) in [20])
Sei G = (V, E) ein Graph. Dann gilt: pw(G) < =5 + O (log(n)). o

Fir weitere untere und obere Schranken siehe H. L. Bodlaender und A. M. C. A.
Koster [8] und [7].
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§4 Das erste Modell

Ein mathematisches Modell ist nichts anderes als die Beschreibung eines Systems.
Dabei konnen es mehrere mogliche Modelle fiir ein System geben, wobei die Qualitat
des Modells in erster Linie von unseren Anforderungen abhéngt.

4.1 Anforderungen ans Modell

Abbildung 9 zeigt, dass es schon fiir einen Graphen mit nur 4 Knoten sehr viele
sehr unterschiedliche Pfadzerlegungen gibt. Die drei Pfadzerlegungen haben zwar
alle Weite 2, sie unterscheiden sich aber z.B. an der Anzahl der Taschen und an der
Anzahl der Knoten in der ersten Tasche.

O (o)
o
(@)

Abbildung 9: Beispiele moglicher Pfadzerlegungen fiir den Graphen G;

Wir versuchen deswegen das Problem so zu modellieren, dass moglichst wenige
Zerlegungen in Frage kommen, ohne dabei alle Pfadzerlegungen der gleichen Weite
zu verbieten. Hilfreich dafiir ist es, fiir einen gegebenen Graphen von vornherein

e die Anzahl der Taschen
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e die Anzahl der Knoten in der ersten Tasche

* und die Anzahl der Knoten, die in jedem Schritt, d.h. von einer Tasche zur
ndchsten, hinzu bzw. heraus kommen

festzusetzen.

Ausserdem sollte das Modell moglichst wenige Variablen haben und in der Lage
sein, schon bekannte untere und obere Schranken zu verwenden.

4.2 Modellierung

Die Richtigkeit des ersten Modells beruht auf dem folgenden Satz:

(4.1) Satz

Sei G = (V,E) ein Graph mit Pfadweite k. Dann existiert eine Pfadzerlegung
(X1,...,X;) der Weite k, so dass jede Tasche genau ein Knoten enthilt, der noch
nicht in der Vorgéangertasche war. D.h. | X; 1\ X;| =1 firallei € {1,...,r—1}. ¢

Beweis

Gegeben sei eine Pfadzerlegung der Weite k mit |Xi+1\Xi‘ # 1 fir mindestens ein
i € {1,...,r —1}. Um daraus die geforderte Pfadzerlegung der gleichen Weite zu
konstruieren, unterscheiden wir zwei Fille:

1. Fall: |Xi+1\Xi‘ = 0: Losche X; .1 und verbinde X; mit X;,, (falls existent) und
die Bedingung ist erfiillt.

2. Fall: | X;11\X;| = h > 2: Sei X;11\X; = {wy,...,wy}. Fiige einen Pfad von h — 1

neue Taschen

Xi, = Xip1\{wz, w3, ..., wy},
)(l'2 = Xl'_|_1\{ZU3, ey wh},

Xi,_, = Xix1\{wp—1, wy}
X, , = Xip1\{wn}
zwischen X; und X;,q ein.

Wir erhalten in beiden Fillen eine Pfadzerlegung der gleichen Weite. Wir kdnnen
diesen Schritt so oft wiederholen, bis wir die gewtiinschte Pfadzerlegung erhalten.l]
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Dieser Satz macht einem sofort klar, dass der Minimalgrad eine untere Schranke fiir
die Pfadweite darstellt, denn der Knoten der in die letzte Tasche neu hinzu kommt,
ist nur in einer Tasche. Also miissen auch alle seine Nachbarn in dieser Tasche sein.
Und somit gilt: pw(G) > 6(G).

Gegeben sei nun ein beliebiger einfacher Graph G mit Knotenmenge V und Kan-
tenmenge E. Jetzt konnen wir die Grofse der ersten Tasche festlegen. Ideal hierfiir
ist die beste bekannte untere Schranke der Pfadweite +1 fiir den aktuellen Graphen
zu wihlen. Oft sind jedoch keine unteren Schranken bekannt. Deswegen wurde die
am leichtesten zu bestimmende untere Schranke gewdhlt: der Minimalgrad 6(G).
Ist eine bessere untere Schranke LB bekannt, kann man é(G) im Folgenden einfach
durch LB ersetzen.

Die grundlegende Idee des ersten Modells sieht dann folgendermafien aus: Wir star-
ten mit einer Tasche mit 6(G) + 1 Knoten. Von einer Tasche zur nichsten kommt
laut Satz (4.1) immer genau ein neuer Knoten hinzu, und beliebig viele konnen her-
aus genommen werden. Also brauchen wir genau n — §(G) Taschen. Dafiir sei die
Menge aller Taschen gegeben durch

[:={1, ..., n—5(G)}.

Diese Modellierung ist sinnvoll, da wir so wenigstens fiir die ersten Taschen genau
wissen, wie viele Knoten sich darin befinden. Diese Information ist hilfreich, um
spater zusitzliche giiltige Ungleichungen zu bestimmen.

Wir verzichten ganz bewusst darauf, in jedem Schritt eine feste Anzahl an Knoten
zu entfernen, da wir sonst keinen Einfluss darauf haben, wie viele Knoten in die
erste Tasche kommen. Aufierdem bleibt das Modell einfacher und hat weniger Un-
gleichungen.

Um das lineare Programm zu formulieren, benotigen wir zuerst die Variablen.

Wir benotigen zwei Variablen- Typen: Der eine gibt uns die Information in welche
Tasche ein Knoten v zum ersten Mal hineinkommt, der andere besagt ab welcher
Tasche der Knoten nicht mehr gebraucht wird, d.h. vor welcher Tasche er wieder
herausgenommen wird:

P {1 , falls i der kleinste Index der Tasche ist mit v € X;
v =

0 , sonst

y {1 , falls der Knoten v in keiner Tasche mit Index grofser oder gleich i ist
v =

0 , sonst
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Der Vorteil dieser Wahl der Variablen ist, dass so Bedingung 3 fiir die Pfadzerlegung
automatisch erfiillt ist.

Ziel ist es, die maximale Anzahl der Knoten, die zusammen in einer Tasche sind, zu
minimieren. Dazu bendtigen wir eine weitere Variable:

c € Ny

die uns die grofite Zahl an Knoten, die zusammen in einer Tasche sind, gibt. Dieses
c gilt es zu minimieren, und ¢ — 1 gibt uns dann die Weite der gefundenen Zerle-
gung.
(4.2) Beispiel
Als Beispiel betrachten wir den Graphen G; aus Abbildung 9. Von den drei Pfad-
zerlegungen geniigt nur die untere Pfadzerlegung unserem Modell: Der Graph hat
vier Knoten und der Minimalgrad ist 1. Also bendtigen wir 4 — 1 = 3 Taschen und
es kommen zwei Knoten in die erste Tasche. Hier sind das die Knoten a und b. Also
gilt:

ka=kip=1 kie=kag=0 und yiz=yip=Y1c=Y14 =0
Beide Knoten a4 und b miissen auch in der zweiten Tasche sein, da sie noch nicht
zusammen mit Knoten c in einer Tasche waren. Zur zweiten Tasche kommt genau
ein weiterer Knoten hinzu, ndmlich ¢ und wir erhalten

kog=kop =kog=0, kye=1 und yo,=1v2p=Yy2c=Y2q=0.

Die Knoten a4 und b miissen nicht mehr in die dritte Tasche, da sie mit allen ihren
Nachbarn in der zweiten Tasche waren. In die dritte Tasche kommt der letzte noch
verbliebene Knoten d neu hinzu:

ksg=ksp=ksc=0 , kyg=1 und y3,=vy3p =1, y3c=1vy34=0.

Die Weite der Zerlegung ist 2. Dies entspricht auch der Pfadweite des angegebenen
Graphen. o

Man kann leicht erkennen, dass y;, = O fiir alle Knoten v € V, da ein Knoten
zuerst in einer Tasche drin gewesen sein muss, bevor er endgiiltig in keiner anderen
Tasche mehr ist. Diesen Gedanken konnen wir noch etwas weiterfithren: Wegen
Bedingung 2 aus der Definition der Pfadzerlegung muss auch jeder Nachbar von
v zusammen mit v in mindestens einer Tasche sein. Da in der ersten Tasche aber nur
4(G) + 1 Knoten hineinpassen und ab der zweiten Tasche genau ein weiterer Knoten
hinzukommt, gilt sogar:
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(4.3) Lemma
Fiir alle Knoten v € Vund allei € I miti <14 d(v) — §(G) gilt:

Yio = 0. &

Da wir im Folgenden ofters ein i € [ miti > 2+ d(v) — §(G) betrachten, definieren
wir:

o= {2+d(v) —6(G),...,n—3(G)}.

4.3 Ganzzahliges Lineares Programm

4.3.1 Herleitung des Ganzzahligen Linearen Programms

Jetzt stellen wir das ganzzahlige lineare Programm auf: Laut Bedingung 1 der Pfad-
zerlegung muss jeder Knoten in mindestens einer Tasche sein:

Z kz’,v =1 YoelV.
iel
In die erste Tasche sollen genau 6(G) + 1 Knoten hineinkommen, also

Y ki =6(G)+1.

veV

Ab der zweiten Tasche soll dann in jede Tasche genau ein neuer Knoten hinzukom-
men. Dies kann durch folgende Gleichung gefordert werden:

Y kip=1 Vi e I\{1}.

veV
Da wir n — §(G) Taschen zur Verfiigung haben, um die n Knoten zu verteilen und in
die erste Tasche J(G) + 1 Knoten kommen und in alle anderen Taschen jeweils ein
neuer Knoten hinzukommt, ist Bedingung 1 der Pfadzerlegung erfiillt. D.h. jeder
Knoten ist mindestens in einer Tasche.

Bedingung 2 der Pfadzerlegung fordert, dass die beiden Endpunkte jeder Kante
zusammen in mindestens einer Tasche vorkommen. Dazu gentigt die folgende Un-
gleichung:

Yip <1—kiy Vo €V, Yw € N(v), Vi € L.
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So wie wir die Variablen gewdhlt haben, ist die dritte Bedingung der Pfadzerle-
gung automatisch erfiillt. Es muss noch gelten: wenn ein Knoten in einer Tasche
nicht mehr gebraucht wird, so wird er auch fiir alle folgenden Taschen nicht mehr
gebraucht:

Yiv < Yit1p Vo € v, Vie Iv\{n - 5(G)}

Und ein Knoten, der schon rausgenommen wurde, darf in keine spatere Tasche mehr
rein:

Vio <1—ki, Yo €V, Vi€ I,

Um die Pfadweite zu erhalten, minimieren wir die maximale Anzahl an Knoten,
die zusammen in einer Tasche sind. Wir starten mit §(G) + 1 Knoten in Tasche 1.
Dann kommt fiir jede weitere Tasche ein weiterer Knoten hinzu. Somit haben wir
bis Tasche i genau J(G) + i Knoten, die schon in mindestens einer Tasche waren.
Um die Anzahl der Knoten in Tasche i zu bestimmen, brauchen wir nur noch alle
Knoten abzuziehen, die wir bis Tasche i schon wieder rausgenommen haben, und
wir erhalten:

(G)+i— Zyi,vgc Vie L
veVmit
i€l

Das ganzzahlige lineare Programm (GLP) lautet nun:

min ¢c—1
s Y kip=1 YoeVv (1)
icl
Y kip=1 Vie I\{1} (2)
veV
Y. ko =96(G)+1 3)
veV
Yio < Yit+1,0 Yo € V, Vi e I—U\{T’l — (S(G)} (4)
Vio <1—kiy Vv eV, Yw € N[v|, Vi € I (5)
5(G)+i— Y yip,<c Viel (6)
veVmit
icl,
kiv Yio € {0,1} YoeV,Viel (7)
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Es sei noch bemerkt, dass Bedingung (3) tiberfliissig ist, da sie durch (1) und (2)
automatisch erfiillt sein muss.

Das Polyeder P;rp bezeichnet die ganzzahlige Hiille der zuldssigen Losungen der
Ungleichungen (1) bis (7). Um weitere giiltige Ungleichungen oder sogar facetten-
definierende Ungleichungen fiir Pgp zu finden, betrachten wir die LP- Relaxierung.
Diese entsteht durch Weglassen der Ganzzahligkeitsbedingung (7). Dann bestimmen
wir die optimale Losung der LP- Relaxierung x* fiir einen beliebigen Graphen und
bestimmen eine giiltige Ungleichung fiir P;rp, die von x* verletzt wird.

4.3.2 Dimension des Polyeders

(4.4) Satz
Die Dimension des Polyeders ist:

dim (Pgrp) =2-n* —n- (6(G) +3) —2-m+2+(G). o

Beweis
Wir haben 2 -n - (n —3(G)) + 1 Variablen. Allerdings haben einerseits wegen Lemma
4.3)

Y 1+d(v)—6(G)=n+2-m—05(G) n

veV
Variablen den festen Wert 0. Und andererseits enthélt das ganzzahlige lineare Pro-
gramm 71 + (n — §(G) — 1) Gleichungen ((1) und (2)). Gleichung (3) folgt aus (1)
und (2). Somit ist die Dimension des Polyeders Py p:
dim (Pgrp) =2-n-(n—6(G))+1—(n+2-m—56(G)-n)—(n+n—-5(G)—1)
=2-n>—n-(6(G)+3)—2-m+2+5(G) O
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§5 Giiltige Ungleichungen erster Ordnung

Es sei ein beliebiger, einfacher und zusammenhéangender Graph G = (V, E) mit Mi-
nimalgrad 6(G) und eine Pfadzerlegung des Graphen gemif den Voraussetzungen
unseres Modells gegeben. Die Werte der Variablen k; ,,, y;, und c¢ seien im Folgenden
entsprechend gewihlt.

5.1 Klasse A

Mit Hilfe von Ungleichung (5) konnen wir neue und stdrkere Ungleichungen erzeu-
gen: Wenn y; , = 1, also wenn der Knoten v € V weder in Tasche X; (i € I;) noch in
allen nachfolgenden Taschen vorkommt, dann miissen v sowie alle Nachbarn von v
schon in einer Tasche mit Index kleiner als 7 sein. Auf der anderen Seite kann wegen
(2) nur ein Knoten neu in eine Tasche kommen. Also folgt die Giiltigkeit von:

(5.1) Giiltige Ungleichung

Yio <1- ki,v - Z ki,w YoeV, Vie I,.
weN(v) o>

Beweis
Die Giiltigkeit von Ungleichung (5.1) kann man mit der Chvétal- Gomory Prozedur
beweisen. Fiir jeden Knoten v € V und fiir alle i € I gilt:

(5)

Vip + ki <1 Vw € N[v]
2)

Z kzw_

weN|[v]

(d(v) +1) Yo+ <d(v) +1) - Y ki < (2-d(v) +1)

weN|v]

Nachdem wir jetzt beide Seiten durch <d (v) + 1) teilen und die Koeffizienten der
linken Seite abrunden,

1058 S5 5, o< 2

weN|v
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konnen wir die Koeffizienten der rechten Seite auch abrunden, da die linke Seite
ganzzahlig sein muss. Wir erhalten also

{Z-d(v)jtlJ:l

yl,l) + Z kz,w — d(U) _|_ 1

weN|[v]

und somit ist die Giiltigkeit der Ungleichung bewiesen. Da wir die Chvatal- Gomory
Prozedur nur einmal anwenden mussten, liegt die Ungleichung im ersten Chvatal-
Abschluss. [

(5.2) Satz
Ungleichung (5.1) definiert eine Facette fiir alle Knoten v € Vmit1 < d(v) <n—2
und alle Indizes i € I miti > 2+ d(v) — 6(G), so dass fiir alle w € V\N[v] mit
2+d(w) —9d(G) > igilt:

|IN[v] " N[w]| > 1. o

Beweis
Laut Satz (4.4) ist die Dimension der ganzzahligen Hiille:

dim (Pgrp) =2-n* —6(G) - n—3-n—2-m+2+5(G).

Wir suchen also 2 - n? — 6(G) -n —3-n —2-m + 2 + 6(G) affin unabhingige Punkte,
die die Ungleichung

Yio < Z ki,w (8)
weV\N|[v]

fiir feste 7, v gemafs den Voraussetzungen des Satzes mit Gleichheit erfiillen.

(a) Setze c = nund y;, = 0 fiir alle x € V und alle j € I;. Da y;, = 0, muss auch
ki, = 0 fir alle w € V\NJv] gelten.

e Setze ki, = 1. Es miissen noch n —1 Knoten auf n — §(G) — 1 Taschen
verteilt werden. Dafiir gibt es

mn—1)-n—96(G)—1)—(n—-1)—(n—6(G) —2)+1

affin unabhingige Punkte!.

Das erhilt man, indem man das dazugehérige LP aufstellt und die Dimension bestimmt.
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Setze k;,, = 1 fir ein u € N(v). Dann gibt es n — §(G) — 1 verschiedene
j € I\{i} um k;, = 1 zu setzen. Wir kénnen also weitere

n—946(G)—1
affin unabhingige Punkte konstruieren.

Falls d(v) > 2, dann kénnen wir fiir jedes x € N[v]\{v, u} einen weiteren
Punkt mit k; , = 1 konstruieren, also weitere

d(v) —1

affin unabhingige Punkte. Falls d(v) = 1, ist diese Zahl sowieso gleich 0.

(b) Wir konstruieren fiir alle w € V und alle j € I, jeweils einen Punkt mit y;,, = 1,
] ) Yj,
Yi-1w =0, ¢ =1, Y,_s)x = 0 (falls moglich) fiir alle x # w, der die Unglei-
chung (8) mit Gleichheit erfiillt:

Falls 2+ d(w) — 6(G) < iund |[N[v]\N[w]| > 1, dann setzen wir alle Knoten
aus N[w] in die ersten 1+ d(w) — 6(G) Taschen, y;,, = 1 und k;, = 1 fiir ein
u € N[o]\N[w]. Da y,_5c) = 0 fiir alle x # w, ist insbesondere y;, = 0.
Somit ist Ungleichung (8) mit Gleichheit erfiillt.

Falls 2+ d(w) — 0(G) < i, [N[v]\N[w]| = 0 und v # w oder falls v = w und
j < i, dann setzen wir alle Knoten aus N[w] in die ersten 1+ d(w) — §(G)
Taschen und y;,» = 1, yip» = 1. Somit ist Ungleichung (8) mit Gleichheit
erfiillt.

Falls v = w und j > i, dann setzen wir alle Knoten aus N[v] in die ersten i
Taschen, so dass k;,, = 1 fiir ein u € N[v]. Dann ist y;, = 0, y;, = 1 und in
Ungleichung (8) gilt Gleichheit.

Falls 2 + d(w) — 6(G) > i und |N[v] N N[w]| > 1, dann setzen wir alle
Knoten aus N[w] in die ersten 1+ d(w) — §(G) Taschen, wobei k;, = 1 fiir
ein u € N[v]N N[w] und ¥, = 1, i, = 0. Somit ist Ungleichung (8) mit
Gleichheit erfillt.

Falls 2 + d(w) — 6(G) > i und |[N[v] N N[w]| = 0, dann existiert kein Punkt
mit Yy 4(w)—s(G)w = 1, der Ungleichung (8) mit Gleichheit erfiillt. Somit
definiert die Ungleichung in diesem Fall auch keine Facette.

Dies konnen wir nacheinander fiir alle w € V und alle j > 2+ d(w) — §(G)
machen und erhalten

)3

weV

(n—(S(G)— (2+d(w) - 6(G)) +1) => (n—d(w)—1> —n?—2.m—n

weV
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affin unabhingige Punkte.

(c) Setzec =n, yip, =1, Yyi1, = 0 und y;,, = 0 fiir alle w # v und alle j € I,. Wir
haben n — d(v) — 1 Moglichkeiten, um k;,, = 1 fiir ein w € V\NJ[v] zu setzen.
Eine dieser Moglichkeiten wurde schon in (b) betrachtet. Also bleiben noch

n—d(v)—2

affin unabhangige Punkte.

(d) In allen Punkten davor wurde ¢ = n gesetzt. Den letzten affin unabhidngigen
Punkt konstruieren wir, indem wir einen Punkt aus (b) oder (c) nehmen und
¢ =n — 1 setzen.

Insgesamt erhalten wir
m—1)-n—56(G)—1)—(n—1)—(n—-46(G)—2)+1
+(n—=06(G)—1)+(d() —1)+ > —2-m—n)+ (n—d(v) —2)+1
=2-1*—-6(G)-n—3-n—2-m+2+6(G)
affin unabhingige Punkte und damit ist der Satz bewiesen. [

(5.3) Beispiel
Wir betrachten den Graphen G; aus Abbildung 10. Laut Satz (4.4) ist die Dimension
der zugehorigen ganzzahligen Hiille:

dim (Pgrp(G1)) = 2n* — n(3(G) +3) —2m + 2+ 6(G)
=242 -4.-(1+3)-2-44+2+1=11

Abbildung 10: Der Graph G;
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Aus (5.1) folgt die Giiltigkeit der Ungleichungen

Voa <1—koe—kopy =kou+kop
Y3a <1—ksa—ksp—ksc=ksq
Yap <1 —ksg—kzp—kse =ksy
Y3q <1—kse—ksgy = k3o +kap

Diese Ungleichungen definieren laut Satz (5.2) Facetten von Pg1p(G1). o

In den Fillen, wo Ungleichung (5.1) nicht Facetten- definierend ist, konnen wir sie
liften: Siehe dazu Beispiel (6.2).

Sei ein beliebiger Knoten v € V gegeben. Wir wissen bereits, dass y;, = 0 fiir
alle i < 1+d(v) —(G) ist. Wir versuchen jetzt fiir i = 2+ d(v) — 6(G) giiltige
Ungleichungen herzuleiten. Danach erhthen wir das i schrittweise um 1 und finden
so weitere giiltige Ungleichungen.

(5.4) Giiltige Ungleichung

n—04(G)
Yip < Z kiw Yo € Vmitd(v) <n-—2
a Vw € V\N[v]undi =2+4d(v) - 6(G)el. o

Beweis
Seii =2+ d(v) — 6(G). Wir unterscheiden zwei Fille:

¢ Falls y;, = 0, ist die Ungleichung giiltig, denn die rechte Seite kann nie negativ
werden.

e Falls y;, = 1, dann sind v und alle seine Nachbarn schon in den ersten
i—1=144d(v) — 4(G) Taschen, wo genau d(v) + 1 verschiedene Knoten rein-
passen. Somit darf kein anderer Knoten, also kein w € V\N|[v], in den ersten

1+d(v) — 6(G) Taschen sein. Also Z;:i(s(c) ki =1 ftr alle w € V\N[o].
D.h. die Ungleichung ist giiltig. O

(5.5) Satz

Ungleichung (5.4) definiert eine Facette fiir alle Knoten v € V mit1 < d(v) <n -2,
i=2+d(v)—46(G) € I und alle Knoten w € V\NJv], so dass kein x € V\{v,w}
existiert mit

w¢N[x] , i<2+d(x)—96(G) und NJov] Z Nix]. o
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Beweis
Wir brauchen 2 - n? — §(G) -n —3-n—2-m+ 2+ §(G) affin unabhingige Punkte,
die die Ungleichung

n—46(G)

Yip < Z kjw )
j=i

tiir entsprechende 7, v, w mit Gleichheit erfiillen.

Falls d(v) > 6(G):

(a) Setze ¢ = nund y;, , = O fiir alle x € V und alle i € I,. Da y;, = 0, muss auch
kiw=0faralleje {i,...,n—0(G)} gelten.

 Setze kj_1, = 1. Es miissen noch n — 1 Knoten auf n — §(G) — 1 Taschen
verteilt werden. Dafiir gibt es
(n—1)-n—6(G)—1)—(n—1)— (n—46(G)—2)+1
affin unabhingige Punkte.

 Setze k;_p, = 1. Dann gibt es n — 1 verschiedene x € V\{w} um k; , = 1
zu setzen. Dies geht nur, falls i > 3, also falls d(v) > §(G). Wir konnen also
weitere

n—1

affin unabhangige Punkte konstruieren.

e Konstruiere Punkte, fiir die nacheinander k;,, = 1 gilt, fiir j € {1, ..., i—3}.
Wir konnen also weitere
d(v) —6(G) —1

affin unabhingige Punkte konstruieren.

(b) Wahle ein x € V und ein h € I, und setze c = n, y,, = 1, yp_1, = 0 und
Yn—s(c)u = 0 flir alle u € V\{x}. Dann unterscheiden wir vier Falle:

e Falls w € NJx|, setze alle Knoten aus N[x] in die ersten 1+ d(x) — 6(G)
Taschen, wobei k;,, = 1 und y;, = 0. Somit wird Ungleichung (9) mit
Gleichheit erfiillt.

e Falls w ¢ N[x] und 2+ d(x) —6(G) < i—1, setze alle Knoten aus N[x] in
die ersten 1+ d(x) — 6(G) Taschen und k;_ , = 1. In Ungleichung (9) gilt
dann Gleichheit.
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(©)

(d)

e Falls w ¢ N|x], 2+ d(x) —6(G) > i und N[v] C Nlx], setze alle Knoten
aus NJv] in die ersten i — 1 Taschen und alle Knoten aus N[x] in die ersten
h — 1 Taschen und k,,_5) = 1, so dass y;, = 1 und yj , = 1 gelten kann.
Ungleichung (9) ist mit Gleichheit erfiillt.

e Der Fall w ¢ Nix],2+d(x) —6(G) > i und N[v] € N[x] ist laut den Vor-
aussetzungen des Satzes ausgeschlossen, denn dann gibt es keinen Punkt
mit yy, , = 1 fiir h = 24+ d(x) — §(G) der die Ungleichung (9) mit Gleichheit
erfillt.

So kénnen wir nacheinander fiir alle x € V und alle h > 2 +d(x) — 6(G)

Y. (n—d(x)—l) —n?—-2-m—n

xeV

affin unabhingige Punkte konstruieren.

Setze ¢ = n, yi, = 1 und y;,, = O fiir alle x # v und alle & € I,. Es gibt
n—06(G)—i+1=n-—d(v)—1verschiedene j € {i,...,n—5(G)} um kj, = 1
zu setzen. Ein solcher Punkt wurde schon in (b) konstruiert. Es bleiben

n—d(v)—2
affin unabhangige Punkte.

In allen Punkten davor wurde ¢ = n gesetzt. Den letzten affin unabhingigen
Punkt konstruieren wir, indem wir einen Punkt aus (b) oder (c) nehmen und
¢ =n — 1 setzen.

Insgesamt erhalten wir

m—1)-n—-96(G)—1)—(n—-1)— (n—-46(G)—2)+1
+(n—=1)+(d@) =6(G) =)+ (n*—2-m—n)+ (n—d(v) —2)+1
=21 —6(G)-n—3-n—2-m+2+6(G)

affin unabhingige Punkte und damit ist der Satz fiir d(v) > J(G) bewiesen.
Sei jetzt d(v) = 6(G). Dann ist i = 2:

* Setze c = nund y;,, = 0 fiir alle x € V und alle i € I;. Da y,, = 0, muss auch
ki1, = 1 gelten. Es miissen noch n — 1 Knoten auf n — §(G) Taschen verteilt
werden, wobei in die erste Tasche noch genau §(G) Knoten kommen. Dafiir
gibt es

(n=1)-n—=906(G))—(n—1)—(n—6(G)—1)+1

affin unabhingige Punkte.

37



Das Pfadweite- Problem §5 Giiltige Ungleichungen erster Ordnung

e Die Abschnitte (b), (c), (d) fiir d(v) > 6(G) gelten auch fiir d(v) = 6(G). Somit
erhalten wir weitere
(n*—2-m—n)+(n—d(v) —2)+1
affin unabhingige Punkte.
Insgesamt erhalten wir
(n—1)-(n—96(G))—(n—1)—(n—-6(G)—1)+1

+(m*=2-m—n)+n—do) —2)+1

d(v);fS(G)an_(s(G)_n_3.n_2.m—|—2+(5(G)

affin unabhingige Punkte und damit ist der Satz auch fiir d(v) = §(G) bewiesen. [J

Falls wir i in Ungleichung (5.4) um eins erhohen, also i = 3 + d(v) — §(G), dann
konnte sein, dass kj,, = 1 firein h € {1,...,i —1} und w € V\NJ[v]. In diesem
Fall ware Z;:Z.(S(G) ki = 0, obwohl y;, = 1 sein kénnte. Aus genau diesem Grund
addieren wir noch die Summe fiir einen zweiten Knoten aus V\NJ[v]| zur rechten
Seite hinzu:
n—95(G)
Vie < Y. Y. kiw Vo € V, VS C V\NJ[o] mit |S| = 2,
= Vi =3+ d(v) — 6(G)

Firi =4+ d(v) — 6(G) muss analog |S| = 3 sein, und so weiter. Auf diesem Prinzip
basiert die folgende giiltige Ungleichung, die die giiltigen Ungleichungen (5.1) und
(5.4) verallgemeinert:

(5.6) Giiltige Ungleichung (Klasse A)
Fiir alle Knoten v € V und fiir alle Taschenindizes i € [ miti > 2+ d(v) — §(G) gilt:

yi,vgx ) kjw VSCV\N[], VJC{i...,.n—46(G)}
ol S mit 8], |J| > 1und |S|+ ]| =n—d(v). o

Beweis
Falls y;, = 0, ist die Ungleichung trivialerweise erfiillt.

Sei jetzt y;, = 1. Dann sind in den ersten i — 1 Taschen genau
hi=(i-1+6(G)) - (d(0) +1) =i - 2+5(G) - d(v)

verschiedene Knoten aus V\N|v].
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e Falls ] = {i,...,n —6(G)} muss |S| = h+ 1 gelten, damit sichergestellt ist,
dass fiir mindestens einen Knoten w € S und ein j € J, kj,, = 1 gilt. In diesem
Fall ist

S| +171 = (i—2+6(G) —d(0) +1) + (n = 8(G) i +1) = n — d(v)
und die Ungleichung ist giiltig. Ware |S| < h, dann konnten alle Knoten aus S

schon in den ersten i — 1 Taschen sein.

e FallsJ ={i,...,n—6(G)}\{p} fureinp € {i,...,n—(G)}, dann muss analog
S| =h+2=i+(G)—d(v) gelten, damit die Ungleichung giiltig bleibt. D.h.
falls | ein Element weniger hat, muss |S| ein Element mehr haben.

® U.s.w.

e Falls |J| = 1, muss
S|=h+14+n—-06(G)—i=n—d(v)—1

gelten, damit die Ungleichung giiltig bleibt.

In allen Fillen gilt also |S| + |J| = n — d(v) und somit ist die Giiltigkeit bewiesen. [J

(5.7) Bemerkung

Fir |J| = 1 reduziert sich Ungleichung (5.6) zu (5.1) und fiir |S| = 1 reduziert sie
sich zu (5.4). Bei Graphen {iiber 20 Knoten erzeugt Ungleichung (5.6) schon viel zu
viele Ungleichungen. Deswegen werden in der Rechenstudie bei solchen Graphen
nur die wichtigsten Fille betrachtet: die Ungleichungen (5.1) und (5.4). o

5.2 Klasse B

Seien nun i € I und v € V beliebig gewdhlt. Falls y;, = 1, dann darf der Knoten
w € NJv] weder in der i- ten Tasche noch in allen darauffolgenden Taschen sein.
Also

(5.8) Giiltige Ungleichung

n—46(G)
Yio<1— Y  kjnw Vo€V, Vwe N[v|, Vi€ L.
j=i o
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Beweis
Die Giiltigkeit dieser Ungleichung kénnen wir auch wieder mit der Chvatal- Gomo-
ry Prozedur beweisen. Seiv € V, w € N[v] und i € I, gegeben. Dann gilt:

—
Q1
=

Yiv < 1— ki,w
4 (5)
Yio S Vit S 1 _ki+1,w
@) (5)
YVieo < YusGo < 1—Kis6)w
0 ¢ ( 5(G) ) ( 5(G) ) S
< (n-— —i)—(n-— —1)- -
=
n—46(G)
(n—(S(G)—i—Fl)-yilv < (2 (n—(S(G)—z)—f—l)—(n—é(G)—z—i—l) Kiw

(n—z;(c)—z'+1)
—
(n—é(G)fiJrl)

(n—8(G) —i n—8(G)—i -
< [(2 (n—6(G) .)+1)J[( (G) .+1)‘. i(;c) .
(n—&(G)ferl) (n—&(G)—erl)

Diese Ungleichung ist ein CG- Schnitt und im ersten Chvétal- Abschluss enthalten.[]

(5.9) Satz
Ungleichung (5.8) definiert eine Facette fiir alle Knoten v € V mit 0 < d(v) <n —2,
alle Indizes i € I, mit

2+d(v) - 4(G) <i<n—-6(G)—1
und alle Knoten w € N[v], so dass kein x € N[w]\{v} existiert mit

d(x) +2—8(G)<i und |N[x]UNJo]| > i+6(G). o

Beweis
Wir suchen 2 - n% — §(G) -n—3-n—2-m+ 2+ 6(G) affin unabhéngige Punkte, die
die Ungleichung
i—1
Vio < Y kiw (10)
j=1

fur entsprechende i, v, w mit Gleichheit erfiillen.
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(a) Setze c = nund y;, , = O fiir alle x € V und alle i € I,. Da y;, = 0, muss auch
ki =0 fiir alle j € {1,...,i — 1} gelten.

* Setze ki, = 1. Es miissen noch n — 1 Knoten auf n — §(G) — 1 Taschen
verteilt werden. Dafiir gibt es

(n—1)-n—6(G)—1)—(n—-1)— (n—96(G)—2)+1

affin unabhangige Punkte.

* Setze ki1, = 1. Dann gibt es n — 1 verschiedene x € V\{w} um k; , = 1
zu setzen. Dies geht nur falls i < n — §(G) — 1. Wir konnen also weitere

n—1

affin unabhingige Punkte konstruieren.

e Fallsi < n—J(G) — 2, konstruiere Punkte, fiir die nacheinander gilt:

kivow=1Lkitsw=1,...,k_506)0=1

Wir konnen also weitere
n—06(G)—i—1

affin unabhingige Punkte konstruieren. Dies gilt auch firi =n —§(G) — 1,
denn dann ist n —§(G) —i—1=0.

(b) Wihle ein x € V und ein j € I, und setze ¢ = n, y;» = 1, yj_1, = 0 und
Yn—s(c)u = 0 fur alle u € V\{x} (falls moglich). Dann unterscheiden wir drei
Falle:

e Falls x ¢ N[w| setze alle Knoten aus N[x] in die ersten 1+ d(x) — 6(G)
Taschen und k,_5)» = 1. Somit wird Ungleichung (10) mit Gleichheit
erfiillt.

e Falls x € N[w],i >2+d(x) —(G) und i > |[N[v] UN|x|| +1—6(G) setze
k1, = 1 und die iibrigen Variablen so, dass y;» =1, yj_ 1, = 0und y;, = 1,
Yi—1, = 0 gilt. Somit gilt Gleichheit in (10).

e Falls x € N[w], i < 1+d(x)—(G) konstruieren wir einen Punkt mit
kiw = 1 und die tibrigen Variablen so, dass yjx =1, yj 1, =0und y;, =0
gilt. Auch jetzt gilt Gleichheit in (10).
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Dies konnen wir nacheinander fiir alle x € V und alle j > 2+ d(x) — 4(G)
machen und erhalten

) (n—d(x)—l) =n?>—2-m—n
xeV
affin unabhingige Punkte.

(c) Setzec=mn, Yi, =1, Yi_1, = 0und y;, , = 0 fiir alle x € V\{v} und alle i € I,.
Wir haben i — 1 Moglichkeiten, um k;, = 1 firein j € {1,...,i — 1} zu setzen.
Eine dieser Moglichkeiten wurde schon in (b) betrachtet. Also bleiben noch i — 2
affin unabhangige Punkte.

(d) In allen Punkten davor wurde ¢ = n gesetzt. Den letzten affin unabhédngigen
Punkt konstruieren wir, indem wir einen Punkt aus (b) oder (c¢) nehmen und
¢ =n —1 setzen.

Insgesamt erhalten wir
m—1)-n—56(G)—1)—(n—-1)— (n—46(G)—2)+1
+(n—1)+n—-0(G)—i—1)+n*—-2-m—n)+(i—2)+1
=2-n*-6(G)-n—3-n—2-m+2+6(G)

affin unabhingige Punkte und damit ist der Satz bewiesen. [

In den Féllen wo Ungleichung (5.8) keine Facette definiert, konnen wir sie liften.
Siehe dazu Kapitel 6.1.

Sei ein beliebiger Knoten v € V gegeben, i =2 +d(v) —6(G) € I und y;, = 1. Dann
diirfen nur Knoten aus N|[v] in den ersten i — 1 Taschen sein:

(5.10) Giiltige Ungleichung

e € ), Mo Vo € V mitd(v) <n-—2,
weNl] Vijel miti=2+d(v)—6(G)und1<j<i o

Beweis
Seii =2+ d(v) — 6(G). Wir unterscheiden zwei Fille:

¢ Falls y;, = 0, ist die Ungleichung giiltig, denn die rechte Seite kann nie negativ
werden.
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e Falls y;, = 1, dann miissen v und alle seine Nachbarn (d(v) + 1 Knoten) schon
in den ersten i —1 = 1+ d(v) — 6(G) Taschen sein. Da passen nach dem ge-
wihlten Modell genau i — 1+ §(G) = d(v) + 1 Knoten rein. Somit darf kein
anderer Knoten, also kein w € V\N|[v], in den ersten 1+ d(v) — 6(G) Taschen
sein. Also Y yeno) kjw =1 fiir alle j <.

D.h. die Ungleichung ist giiltig. O

(5.11) Satz
Ungleichung (5.10) definiert eine Facette fiir alle Knoten v € Vmit1 < d(v) <n —3,
i=2+4d(v) —(G) und alle Indizes j € I mit 1 < j < i so dass

e kein x € V existiert, mit N[x] C NJv], 1+d(x) —4(G) > j und
i < |N[v]UN][x]| — 6(G).

e kein x € V\{v} existiert, mit j > 2+ d(x) — 6(G), |V\(N[v] UN]Ix])| = 0 und
i <|N[v]UN]Jx]| —6(G). o

Beweis
Wir brauchen 2 - n? — 6§(G) -n—3-n —2-m+ 2+ §(G) affin unabhiingige Punkte,
die die Ungleichung

yi,vs Z k]',w (11)

weN|v]
tiir gegebene v, 1, ] gemdfs den Voraussetzungen des Satzes mit Gleichheit erfiillen.

(a) Setze ¢ = n und y;, , = O fiir alle x € V und alle i € I,. Da y;, = 0, muss auch

ki = 0 fiir alle w € N[v] gelten.

e Setze kj,, = 1 fiir ein x; € V\N[v]. Es miissen noch n — 1 Knoten auf

n — 6(G) — 1 Taschen verteilt werden. Dafiir gibt es
n—1)-n—96(G)—1)—(n—-1)—(n—6(G)—2)+1

affin unabhéingige Punkte.

* Setze kj,, = 1 ftr ein x, € V\(N[v] U {x1}. Es gibt n — 6(G) — 1 verschie-
dene h € {1,...,n—6(G)}\{j}, um k;,, = 1 zu setzen. Wir konnen also
weitere

n—946(G)—1

affin unabhingige Punkte konstruieren.
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(b)

(©)

e Konstruiere fiir jedes x3 € V\(N[v] U {x,x2}) einen Punkt mit kj,, = 1
und wir erhalten weitere
n—d(v)—3

affin unabhéngige Punkte. Falls d(v) = n — 3 ist diese Zahl sowieso gleich
0.

Wir konstruieren fiir alle x € V und alle & € I, einen Punkt mit y;, = 1,
Yn-1x = 0, ¢ =1, Y,_5). = 0 (falls moglich) fiir alle z € V\{x} und der die
Ungleichung (11) mit Gleichheit erfiillt.

e Falls j < 1+4d(x) —6(G) und |[N[x]\N[v]| > 1, setze alle Knoten aus N|x]
in die ersten 1+ d(x) — §(G) Taschen, k;,, = 1 fiir ein u € N[x]\N[v] und
Ynx = 1, ¥ip, = 0. Ungleichung (11) wird dann mit Gleichheit erfiillt.

e Falls j <14d(x) —(G) und |N[x]\NJ[v]| = 0, dann ist laut Voraussetzung
i > |N[x]UN][v]| —(G) + 1. Wir setzen alle Knoten u aus N[x] in die
ersten 1+ d(x) — 6(G) Taschen (d.h. kj,, = 1 ftir ein w € N(x] C N[v]), alle
Knoten aus N|[v] in die ersten i — 1 Taschen und y;, , = 1, y;, = 1. Somit ist
Ungleichung (11) mit Gleichheit erfiillt.

e Fallsj > 2+d(x) —46(G) und |V\(N[v] UN]x])| > 1, setzen wir alle Knoten
aus Nx] in die ersten 1+ d(x) — 6(G) Taschen, k;, = 1 fiir ein
u € V\(N[x] UN[v]) und y,, = 1, i, = 0. Somit ist Ungleichung (11)
wieder mit Gleichheit erfiillt.

e Falls j > 2+4d(x) —6(G) und |V\(N[v] UN]|x])| = 0, dann ist laut Voraus-
setzung i > |[N[x] UN[v]| —d(G) +1=n—6(G) + 1. So ein i existiert aber
nicht. Somit brauchen wir diesen Fall auch nicht weiter betrachten.

Dies kénnen wir nacheinander fiir alle x € V und alle h > 2+ d(x) — 4(G)
machen und erhalten

) (n—é(G)—(2+d(x)—5(G))+1) =Y (n—d(x)—l) =n?>—2-m—n

xeVvV xeVvV

affin unabhangige Punkte.

Setzec=mn, yi, =1, yi_1, = 0und y;, , = 0 fir alle x € V\{v} und alle 1 € I,.
Wir haben d(v) + 1 Moglichkeiten um k;,, = 1 ftir ein w € N[v] zu setzen. Eine
dieser Moglichkeiten wurde schon in (b) berticksichtigt. Also bleiben noch

d(v)

affin unabhingige Punkte.
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(d) In allen Punkten davor wurde ¢ = n gesetzt. Den letzten affin unabhiangigen
Punkt konstruieren wir, indem wir einen Punkt aus (b) oder (c) nehmen und
c =n — 1 setzen.

Insgesamt erhalten wir
(n—1)-n—6(G)—1)—(n—1)—(n—96(G)—2)+1
+(n—6(G)—1)+ (n—d(v) —3)+ (n* —2-m—n) +d(v) +1
=2-1n>—6(G)-n—3-n—2-m+2+6(G)

affin unabhingige Punkte und damit ist der Satz bewiesen. [
Analog zu Ungleichung (5.6) konnen wir die Ungleichungen (5.8) und (5.10) ver-

allgemeinern. Dabei miissen wir im Gegensatz zu (5.6) zwei Fille unterscheiden:
Némlich1l € Jund 1 ¢ J.

(5.12) Giiltige Ungleichung (Klasse B)
Fiir alle Knoten v € V und fiir alle Taschen i € I miti > 2+ d(v) — 6(G) gilt:

Vio <Y Y kiw VSCN[o], VICA{L,...,i—1}mit|S], |J]| >1
je€] wes .
_ i ,falls1 €]
und |S|+|]|_{i+(5(G) falls 1 ¢ . °

Beweis

Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Ungleichung (5.6) mit dem Unterschied,
dass wir unterscheiden miissen ob 1 € J oder 1 ¢ J. Da die erste Tasche §(G) Knoten
mehr enthélt als alle anderen, muss |S| 4 |J| um genau 6(G) groBer sein falls 1 ¢ |
ist, alswenn 1 € J. O

5.3 Eine weitere Klasse giiltiger Ungleichungen

Ungleichung (5.6) entstand aus (5.1) und (5.4). Ungleichung (5.12) entstand aus (5.8)
und (5.10). Wir konnen aber auch (5.4) und (5.10) kombinieren. Das sieht dann fol-
gendermaflen aus: Falls i = 3 +d(v) — 6(G) und y;, = 1, dann darf hochstens ein
Knoten aus V\N[v] in den ersten i — 1 = 2+ d(v) — §(G) Taschen sein. Und falls das
der Fall ist, so miissen alle tibrigen Knoten aus V\NJ[v] in den restlichen Taschen
(von i bis n — §(G)) sein. Insgesamt also:
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(5.13) Giiltige Ungleichung

n—946(G)
Yip < Z k],w + Z kh,x YoeV, Vx € V\N[U],
we(N[v]u{x}) h=i .. .
Vi,jel, miti=3+d(v) —(G)
und 1 <j <. >

Beweis
Falls y; , = 0, ist die Ungleichung trivialerweise erfiillt.

Sei jetzt y;, = 1. Angenommen Y yen(o] Kjw + ZZ;;S(G) kyx = 0. Wir zeigen, dass
in diesem Fall k;, = 1 gilt. Da y;, = 1, missen alle d(v) + 1 Knoten aus N[o]
eine Anfangstasche mit Index kleiner als i haben. Da i = 3 + d(v) — §(G), existiert
genau ein Knoten aus V\N[v] mit Anfangstaschenindex kleiner als i. Da einerseits
Y weNo] kjw = 0 und andererseits ZZ;(.S(G) ky x = 0 ist, ist dieses x € V\N[v] gerade
dieser Knoten mit k;, = 1. Somit ist die rechte Seite immer grofler gleich 1, falls
Yip = 1. 0]

Um dieses Kapitel abzuschliefien, kommt noch eine weitere Ungleichung hinzu, die
die Anzahl der Knoten in der ersten Tasche auf eine etwas andere Art ausnutzt und
somit Ungleichung (5.10) fiir den Fall j = 1 verscharft.

(5.14) Giiltige Ungleichung

((S(G)+1—j)-yilv§ Z kl,w YoeV, V]E {0,...,5(G)},
SN Viel miti=j+24+d(0)—5G). o

Beweis
Falls y; , = 0, ist die Ungleichung trivialerweise giiltig. Sei jetzt y; , = 1:

e Falls j = 0ist i = 24 d(v) — 6(G), und nur Knoten aus N[v] kénnen in den
ersten i — 1 Taschen sein.

e Falls j = 1, ist genau ein Knoten aus V\NJv] in den ersten i — 1 Taschen.

® U.S.w.
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Somit ist die Anzahl der Knoten aus V\NJv], die in den ersten i — 1 Taschen sind
und wo gleichzeitig y; , = 1 gilt, gegeben durch j. Insbesondere kénnen maximal j
Knoten aus V\NJv] in der ersten Tasche sein. D.h. es sind mindestens 6(G) +1 —j
Knoten aus N[v] in der ersten Tasche und somit ist die Ungleichung giiltig. O

5.4 Beispiele

Wir wenden die eben hergeleiteten Ungleichungen an dem Graphen G, aus Abbil-
dung 11 an:

Abbildung 11: Der Graph G,

* Ungleichung (5.6) fiir den Knoten a und den Index i = 2: Wir wéhlen ein
S CV\N[a] ={c,d,e}undein] C {2,3,4} mit|S|+ |[| =n—d(a) =5—-1=4.

- Sei S = {d} und ] = {2,3,4}. Dann gilt:

Yoa <Y, Y kiw=kog+ksg+kyg

je] wes

Diese Ungleichung hétten wir auch mit (5.4) herleiten konnen und ist
wegen Satz (5.5) Facetten- definierend.

- Sei S = {c,e} und | = {2,4}. Dann gilt:

Vo <Y ) kjw =koe+koe+kac+ k.

je] wes

Die letzte Ungleichung definiert auch eine Facette? des Polyeders.

Facetten konnen mit Hilfe der Software PORTA (POlyhedron Representation Transformation
Algorithm) von T. Christof und A. Lobel [10] bestimmt werden.
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¢ Ungleichung (5.12) fiir den Knoten 2 und den Index i = 2: Wir wéahlen ein
S C Nja] = {a,b} und ein ] C {1} mit |S|+|J]| =i = 2.Sei S = {a} und

J = {1}. Dann gilt:
Y2 < Z Z kj,w = kl,a~

je] wes

Diese Ungleichung definiert laut Satz (5.9) eine Facette.

e Ungleichung (5.13) fiir den Knoten e: Dann ist i = 3 +d(e) — d(G) = 3. Wir
wihlen j =2 und ein x € V\Nle] = {a,b,c}. Sei x = b. Dann gilt:

4
Y3e < Y. kow + Y knp =kog+koe+kop+kap+ kap.
we(N[eJu{b}) h=3

Auch diese Ungleichung ist Facetten- definierend.
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§6 Giiltige Ungleichungen zweiter Ordnung

Alle Ungleichungen, die in Kapitel 5 hergeleitet wurden, enthalten genau eine y- Va-
riable. Wir nennen sie deswegen Ungleichungen erster Ordnung. Diese berticksich-
tigen allerdings den Einfluss einer zweiten y- Variable nicht. Im Folgenden studieren
wir diese Verbindung genauer und leiten auf diesem Weg starke giiltige Ungleichun-
gen mit zwei y- Variablen her: die giiltigen Ungleichungen zweiter Ordnung.

6.1 Liften von Ungleichungen erster Ordnung zu Ungleichungen
zweiter Ordnung

Beim Liften von Ungleichungen werden Variablen, die nicht in der Ungleichung
sind, zur Ungleichung hinzugefiigt, um sie so zu verschérfen. Dabei erhalten die
Koeffizenten der Variablen einen Wert ungleich Null, so dass die Ungleichung gera-
de noch giiltig bleibt.

Dazu betrachten wir die Ungleichungen erster Ordnung, die nicht die Facetten- Ei-
genschaft haben, genauer an zwei Beispielen:

(6.1) Beispiel

Wir wenden Ungleichung (5.8) auf Q)
den Graphen Gs aus Abbildung 12
an und erhalten unter anderem:

()
Y3a < kip+kop (12) : W @
Y,a < kie+koe (13) (o)
Ysa < kic+ ko (14)
Ysd < kic+koc (15) Abbildung 12: Der Graph Gj

Die ersten beiden definieren laut Satz (5.9) Facetten, die anderen beiden jedoch nicht.
Wir wissen, dass y3, +y34 < 1, da in den ersten beiden Taschen nur §(G) +2 =3
verschiedene Knoten hineinpassen und |[N[a] UN[d]| = 5 > 3. Also konnen wir
Ungleichungen (14) und (15) liften und erhalten:

Y34+ Y34 < kl,c + k2,c (16)
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Das Liften ist nicht eindeutig, denn wir hitten Ungleichung (15) auch zu
Yap+Y3a < kict+koc (17)

liften konnen. Die beiden Ungleichungen (16) und (17) definieren Facetten des Poly-
eders Pgrp(Gs). o

Das zweite Beispiel zeigt den Fall, wo Ungleichung (5.1) keine Facette definiert:

(6.2) Beispiel
Laut Ungleichung (5.1) gilt fiir den Graphen G3 aus Abbildung 12 unter anderem:

Ya.e < kz,a + k2,b + k2,c
Ve < kzg+ksp+kse

Laut Satz (5.2) ist nur die zweite Ungleichung Facetten- definierend. Weiter gilt laut
Ungleichung (5.10):

V3a < koo +kop + ko
Und da [N[a]UNJe]| =5>3=06(G)+2ist y2, +y3, < 1 und somit gilt:

Yoo+ Y30 < koo +kop + ko

Diese letzte Ungleichung definiert eine Facette. o

6.2 Verallgemeinerung

Das eben vorgestellte Prinzip wird jetzt verallgemeinert. Dafiir definieren wir:

(6.3) Definition
Fiir zwei Knoten v, w € V definieren wir:

0o(v) :=14d(v) —(G)
o1(v,w) := |[N[v] U N[w]| — 6(G). o
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Die Bedeutung der Definition ist klar:

Vip=0 furalleve Vundi=1,...,00(v)
Yip T Yjw <1 furalleo,weV,v#w, i€l j€ lpmiti,j< o1 (v, w),

d.h. 01 (v, w) ist der grofitmogliche Index, so dass Yo, (5,1),0 + Yo, (0,0),0 < 1 &ilt.

Diese Definition ist Grundlage des nun folgenden Satzes:

(6.4) Giiltige Ungleichung
Fiir zwei beliebige Knoten v, w € V mit v # w und iy, iy, € I mit iy, iy, < 07(v, w) gilt:

URES/ WSS DEED DS D DEED DL D D DI P
j€Jo\Jw XE€Sv j€Jw\Jo XESw JE€JoNJw XESHUSy

:18(]v,§;]w,5w)

wobei [,, Sy und [y, Sy beliebig gemafs (5.6) und/oder (5.12) gewdhlt werden kon-
nen. o

Beweis
Laut Ungleichung (5.6) und/oder (5.12) gilt:

Yi, o < 2 Z kj,x < g(]vz So, Jw, Sw)

j€Jo x€Sy

Yipw S Z Z kj,x S g(]U/SU/]w/Sw)

j€Jw XESw

Da iy, iy < 01(v,w) gilt y;, » + Vi, » < 1 und somit auch
yiv,v+yiw,w S g(]U/SU/]ZU/Sw)- |:|

Der letzte Satz ist nur eine Verbesserung von (5.6) oder (5.12), falls |J, N J»| > 1 und
1Sy N S| > 1.

(6.5) Beispiel
Wir wenden Satz (6.4) fiir die Knoten a und d des Graphen G4 aus Abbildung 13 an:

o1(a,d) = [N[a]UN[d]| = 6(G) =4—-1=3
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Abbildung 13: Der Graph G4

e Wir wahlen i; = 2, iy = 3 und J,;, S, gemafs Ungleichung (5.6):
J. = {2} €{2,3,4} und S, ={cd, e} C{cde} = V\Nlal.
Wir wihlen J;, S; gemifl Ungleichung (5.12):
Ja={1,2} C{1,2} und S;={d} C{b,c,d} = NI[d|].
Somit folgt aus Satz (6.4) die Giiltigkeit von:

Y2,a + Y34 < g(]a/ Su/ ]d/ Sd) = kl,d + kZ,c + k2,d + kZ,e-

Diese letzte Ungleichung definiert eine Facette.

e Wir wéhlen i, = 3,i; =3 und J,;, S, und J;, S; gemifl Ungleichung (5.6):

. = {3} - {3,4} und S; = {C, d/e} - {Crd/e} = V\N[a]/
=34 C{34)  und S;={e} C {ae} = VNI

Somit folgt aus Satz (6.4) die Giiltigkeit von:

Y30+ Y34 < g(]a/ Sa, Ja, Sd) = k3,c + k3,d + k3,e + k4,e-

Diese letzte Ungleichung definiert auch eine Facette. o

Falls wir jetzt iy, := 07(v, w) + 1 setzen, dann konnte y; , + y;, » = 2 sein und Satz
(6.4) ware nicht anwendbar. Ist dies der Fall, so muss w oder ein Nachbar von w in
die i,-te Tasche reinkommen:
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(6.6) Giiltige Ungleichungen
Es seien zwei beliebige verschiedene Knoten v,w € V mit |[N[w]\N[v]| > 1 und
ip =01(v,w) +1 < n—5(G) gegeben.

(a) Dann gilt fiir i, = 0p(v) +1 € [, fiir alle u € (N[w]\N[v]) und fiir alle S, J, und
Sw, Jw gemas (5.6) und/oder (5.12):

oy (v,w)

yiv/v + yiw,w S g(]v/ SUI ]w; Sw) I Z k]',u

j=ito

(b) Dann gilt fiir i, € {0p(v) +1,...,01(v,w)}, fur alle h € {iy,...,01(v,w)} und fiir
alle Sy, J, und Sy, J» gemass (5.6) und/oder (5.12):

Yigo + Yipw < 8(Jos Svs Jws Sw) + Z kn o
u€(N[w]\N[v])

Beweis
Laut Ungleichung (5.6) und/oder (5.12) gilt:

Yigo < Z Z kj,x < 8&(Jo, Sv, Juws Sw)

j€Jv x€Sy

Yigw < 2 Z kj,x < 8(Jo, So, Juws Sw)

j€Jw xESy
Falls y; , +yi,» < 1 gelten (a) und (b). Es sei jetzt
yil}/v = yiw/w =1

(a) Dann miissen alle Knoten aus N[w]\N|[v] ihre Anfangstasche zwischen
iy = 0p(v) + 1 und o1 (v, w) haben. Also

Daraus folgt die Giiltigkeit vom ersten Teil des Satzes.

(b) In den ersten o7 (v, w) Taschen sind nur Knoten aus N[v] U N|[w], wobei die Kno-
ten aus N|[v] alle schon in den ersten i, — 1 Taschen sind. Also diirfen zwischen
iy und 07 (v, w) nur Knoten aus N[w]|\NJv] neu in die Taschen kommen. Somit

muss
Y. kpy =1
u€(N[w]\N[v])
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gelten. Also folgt auch der zweite Teil des Satzes. [

Das Prinzip kristallisiert sich heraus: Falls wir eine Ungleichung mit zwei y- Varia-
blen auf der linken Seite haben, brauchen wir auf der rechten Seite zwei Komponen-
ten: Die erste wird gleich 1, sobald eine der y- Variablen den Wert 1 annimmt. Die
zweite Komponente ist 0 und wird nur dann sicher gleich 1, wenn beide y- Variablen
gleichzeitig den Wert 1 haben.

Wir versuchen jetzt mit Hilfe des eben beschriebenen Prinzips die Ungleichungen
erster Ordnung, wie (5.1), (5.4) und (5.10), in Ungleichungen zweiter Ordnung iiber-
zufiihren:

(6.7) Giiltige Ungleichungen
Es seien zwei beliebige Knoten v,w € V mit v # w und o1(v,w) +1 < n—6(G)
gegeben.

(a) Fiir alle iy, iy, j € I mit j > max(iy, iy) > 01(v, w) + 1 gilt:

yivrv + yim,w S g(]v/ SU/ ]‘CUI S‘(,U) + Z k]',u
ueV\(N[v]UN[w])

(b) Fiir alle iy, i, € I mit max(iy, i) = 01(v,w) 41 und fiir alle u € V\ (N[v] U N[w])
gilt:
n—6(G)
yivlv + yiw,w S g(]l)/ SZ)/ ]w, Sw) + Z k],u
j=max (iy,iy)

(c) Fir alle iy, iy, j € I mit max(iy, i) = 01(v, w) + 1 und j < max(iy, i) — 1 gilt:

Yi, v + Yipw < g(]vl SU/ ]w/ Sw) + Z kj,u
ue(N[o]UN[w])

wobei S;, J, und Sy, [, jeweils gemaf3 (5.6) und/oder (5.12) beliebig gewdhlt sind. ©

Beweis
Laut Ungleichung (5.6) und/oder (5.12) gilt:

Yipo < Z Z kj,x < g(lvzsv/]wzsw)

j€Jo x€Sy

View < Y, Y, kix < 8(JorSo, Jus Sw)

j€Jw XESw
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Falls y; , +vyi » <1, gelten also die drei Teile des Satzes. Es sei jetzt

Yigo = Yipw = 1.

Wir miissen zeigen, dass dann die zweite Komponente auf der rechten Seite in (a),
(b) und (c) gleich eins ist.

(a) Day;, o+ Vi, w» = 2, dirfen nur Knoten u € V\ (N[w] U N[v]) ihre Anfangstasche
zwischen max(iy, i) und n — 6(G) haben. Also gilt:

) kin =1  furallej € {max(iy iw),...,n —6(G)}.
ueV\(N[v]UN[w])

(b) Jeder Knoten u € V\(N[w] U N[v]) darf nur in den Taschen mit Index grofer
gleich max(iy,, i) sein:
j=max (iy,iy)

(c) In allen Taschen mit Index kleiner als max(iy, iy) sind nur Knoten aus
Nv] U N[w]:

) kiu=1 fur alle j € {1,..., max(iy, iy) — 1}.
u€(N[v]UN[w])

Und damit ist der Satz bewiesen. O

6.3 Eine weitere giiltige Ungleichung zweiter Ordnung

(6.8) Giiltige Ungleichung
Fiir alle Knoten v,w € V, v # w mit [N[v] U N[w|| < n — 2 und fiir alle Indizes
iy, i € I mit iy > 2 +d(0) — 6(G) und iy > 2 + d(w) — 5(G) gilt:

Yipw T Yipw <= Z Y ki S = V\(N[v] U NJw]),
JET ues v J C {max(iv, iw), ..., 1 — 6(G)} mit |S|, ]| > 2
und |S| + |J| > n — min(d(v),d(w)) o
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Beweis
Laut Satz (5.6) gilt:

]/iv,v S 2 2 k]',u und ]/iw,w S 2 Z kj,u'

j€J ues jeJ ues
Somit ist die Ungleichung giiltig fiir y; , +v;, » < 1.

Sei jetzt y; , = Vi, = 1. Dann sind in allen Taschen mit Indizes grofier oder gleich
max(iy, iy,) nur Knoten aus S = V\(N|[v] U N|w]). Und da |J| > 2 ist die rechte Seite
auch grofler oder gleich 2, und somit ist die Giiltigkeit bewiesen. [

6.4 Beispiele

Wir betrachten den Graphen G4 aus Abbildung 14:

@Q—hr—©

() d)

Abbildung 14: Der Graph G4

e Wir wenden Ungleichung (6.6) fiir die Knoten 4 und e an. Dann ist i, = 2
und i, = o1(a,e) +1 = 3. Wir wdhlen S, = {c} C {c,d,e} = V\NJa] und
Jo ={2,3,4} C{2,3,4} gemiaf Satz (5.6) und S, = {a,c,d} C {a,c,d} = V\N|e|
und ], = {4} C {3,4} gemaiB Satz (5.6). Dann gilt:

(5.6)
You < Z Z kj,u = ko + k3 +kac
j€Ja UES,
(5.6)
Yse < Y. Y kju=lkuat+kac+kag
j€Je uES,

g(]az Sa, Jes Se) = ko + k3 +kye+kao+ k4,d
und schlieflich gemif8 (6.6)(a) bzw. (6.6)(b) fiir e € N[e]\N|al:
Y20t Y3e < g(]v/ So, Jw, Sw) + k2,e = k2,c + k3,c + k4,c + k4,a + k4,d + k2,e-

Dies entspricht sogar einer Facetten- definierenden Ungleichung.

56



Das Pfadweite- Problem §6 Giiltige Ungleichungen zweiter Ordnung

¢ Wir wenden Ungleichung (6.7) fiir die Knoten 2 und e mit i, = 3 und i, = 3 an.
Dann gilt max(is, i) = 01(a,e) +1 = 3 und die Teile (a),(b),(c) des Satzes sind
anwendbar. Wir wahlen S, = {b} C {a,b} = Nla] und J, = {1,2} C {1,2}
gemdf Satz (5.12) und S, = {b} C {b,e} = Nle] und J, = {1,2} C {1,2}
gemaf3 Satz (5.12). Dann gilt:

(5.12)

Ysa <Y, Y. kju=kiptkyy
j€]a u€S,
(5.12)
Yse < Y. Y kiu=kiptkyy
j€Je u€S,

g(]ll/ Sa, Jes SB) = kl,b + k2,b
- Dann gilt laut Ungleichung (6.7)(a) fiir j = 3 > max(ig, i,):

Y3at+Y3ze < g(]tz/ Sa, Je,s Se) + Z k3,u = kl,b + kZ,b + k3,c + k3,d
u€V\(N[a]UN][e])

— fiir den Knoten ¢ € V\(N[a] U Nle]) gemaf Ungleichung (6.7)(b):

4
Y34 + Y3.e S g(]a; Sa/ ]e/ Se) + Z kj,c - kl,b + kz,b + k3,c + k4,c
=3

- und schliefilich fiir j = 2 < max(ig, i,) — 1 gema Ungleichung (6.7)(c):

V3a+Yse <8UJaSaJeSe) + ), kou = kip+kop+koatkop+kae
ue(N[a]UN]e])

Diese drei Ungleichungen definieren keine Facetten, denn
Y3qg < kip+kop

und da [N[a] UN[d]| —(G) +1 > 3 konnen y3, und y3 4 nicht gleichzeitig 1
sein. Analog fiir y3 4 und y3 .. Daraus folgt:

Y3a+y3a <kipt+ky und  yze+yzg < kip+kop.
Und somit gilt auch:
V3a+Yset+ysag <kip+kop+kset+ksg

Y3atY3e+Ysg < kiptkop+kse+kye
Y3a+Ysetysg < kiptkopt+kos+kop+koe

Die drei letzten Ungleichungen sind Facetten- definierend. Solche Ungleichun-
gen konnen spéter mit Satz (7.9) gefunden werden.
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§7 Giiltige Ungleichungen mehrfacher Ordnung

Wir versuchen die Ungleichungen zweiter Ordnung zu verallgemeinern, doch zuerst
bendtigen wir noch eine weitere giiltige Ungleichung:

7.1 Erste Ungleichung mehrfacher Ordnung

(7.1) Giiltige Ungleichung

2+d(v)
Z o < Z k1 w Yo e V.
i:2+d(v)—5(G) weN|o o
Beweis
Sei h := ZZH; d(0)-s(G) Yiv: Dann sind maximal 6(G) +1 —h > 0 verschiedene

Knoten aus V\N]Jv] in den ersten 1+ d(v) — §(G) Taschen. D.h. es kénnen maximal
4(G) + 1 — h Knoten aus V\N]v] in der ersten Tasche sein, bzw. es sind mindestens
h Knoten aus N[v] in der ersten Tasche. Somit gilt:

2+d(v)
Z Yip = h < Z k1, -
i=24d(v)—5(G) weN|v] ]

(7.2) Giiltige Ungleichung
Ungleichung (7.1) definiert eine Facette fiir alle Knoten v € V mit

d(v) <n-94(G)-3. o

Beweis
Wir benétigen 2 - n? — 6(G) -n—3-n—2-m+ 2+ 6(G) affin unabhingige Punkte,
die die Ungleichung

2+4d(v)
Z Yip < 2 k1, (18)
i=2+4d(v)—6(G) weN|v]

fiir ein festes v € V mit Gleichheit erfiillen.

59




Das Pfadweite- Problem §7 Giiltige Ungleichungen mehrfacher Ordnung

(a)

(b)

(d)

Setze c =nund y;, = 0fiirallex € Vundallej € I;. Da Zf:;f;)(v)_é(c) Yio =0,

muss auch kj ;, = 0 fiir alle w € N[v] gelten. Dafiir gibt es
n-(n—96(G))—(dw)+1)-=(n-6(G)—-1)—n+1
affin unabhédngige Punkte.

Wir konstruieren fiir alle x € V und alle j € I jeweils einen Punkt mit y;, =1,
Yi-ix =0, ¢ =1y, 506 =0 fur alle u # x (falls moglich) und der die
Ungleichung (18) mit Gleichheit erfiillt:

e Falls [N[x]\N[v]| > §(G) + 1, dann kommen J(G) + 1 Knoten aus N|[x]\N|v]
in die erste Tasche und die tibrigen Knoten werden so verteilt, dass y;, = 1
gelten kann. Ungleichung (18) ist dann mit Gleichheit erfiillt.

e Falls |N[x]\N[v]] = h fir ein h € {0,...,6(G)}. Dann ist
IN[v] UNJx]| = 1+ d(v) + h und wir setzen die h Knoten aus N|[x]\N|[v]
in die erste Tasche. Die Knoten aus N|[x] N N[v] kommen in die ersten
1+ d(x) — 6(G) Taschen. Somit sind in den ersten 1 + d(x) — 6(G) Taschen
nur Knoten aus N[x] und in der ersten Tasche sind genau 6(G) + 1 — h Kno-
ten aus NJv]. Die Knoten aus N[v]\N[x] setzen wir in die ersten
1+4d(v) — 6(G) + h Taschen und Y1 4(0)—5(G)+ho = O, Yotd(0)=6(G)+ho = 1
und y;, = 1. Somit ist Ungleichung (18) mit Gleichheit erfiillt.

Dies konnen wir nacheinander fiir alle x € V und alle j > 2 +d(x) — 4(G)
machen und erhalten

) (n—é(G) — (2+d(x)—5(G))—|—1) =) (n—d(x) —1) —n?>—2-m—n
xeV xeV
affin unabhdngige Punkte.

Setze ¢ =1, Yo id(v)o = 1 Yitd(v)o = 0 und y;, = 0 fiir alle x € V\{v} und alle
j € L. Dann muss }_,c Ny k1, = 1 sein. Wir haben also d(v) + 1 Moglichkeiten,
um ki, = 1 fiir ein w € N[v] zu setzen. Eine dieser Moglichkeiten ist affin
abhdngig zu einem Punkt aus (b). Also bleiben noch

d(v)
neue affin unabhéingige Punkte.

In allen Punkten davor wurde ¢ = n gesetzt. Den letzten affin unabhingigen
Punkt konstruieren wir, indem wir einen Punkt aus (b) oder (c) nehmen und
¢ =n — 1 setzen.
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Insgesamt erhalten wir

n-(n—6(G))—(dw)+1)—n—6(G)—1)—n+1+m*—2-m—n)+d()+1
=212 —6(G)-n—3-n—2-m+2+6(G)

affin unabhangige Punkte und damit ist der Satz bewiesen. [

7.2 Neue Notation

Mit Hilfe einer neuen Notation konnen die Ungleichungen, die in den letzten Kapi-
teln hergeleitet wurden, verallgemeinert werden:

(7.3) Bezeichnungen
Die Funktion

fo2lV — NPV NPV NPV
T — f(T)

ordnet fiir eine Teilmenge T C (I X V), der Summe Y ;,)er¥i» die Menge aller
bisher bekannten giiltigen Ungleichungen zu. o

D.h. fiir eine Teilmenge T C (I x V) und ein p € f(T) gilt:

Y i< ) ki

(iv)eT (i,v)ep

Die Elemente p aus f(T) sind Multimengen. Der Unterschied von Multimengen ge-
gentiiber den gewohnlichen Mengen besteht darin, dass die Elemente der Multimenge
mehrfach vorkommen konnen. Deswegen bezeichnet p(i,v) die Anzahl, wie oft das
Element (i, v) in der Multimenge p vorkommt.

Wir definieren ein paar Operationen auf Multimengen:
(01 + p2)(i,0) = p1(i,v) + pa(i, 0).

Die Vereinigung zweier Multimengen ist die kleinste Multimenge, die die beiden
enthalt:

(01U p2)(i,v) = max (p1(i,v), p2(i,v))
(o1 N p2)(i,v) = min (p1(i,v), p2(i,v)).
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Es folgt ein kleines Beispiel, um den Leser mit der neuen Notation vertraut zu ma-
chen:

(7.4) Beispiel

Wir betrachten den Graphen G; aus Abbildung 15. Fiir v, ; seien folgende giiltige
Ungleichungen bekannt:

(5.1)

Yoia < koa+kyp (19)
(5.8)

Voa < kig (20)
(5.4)

Voa < kopt+kap (21)
(5.4)

YVoa < kogtks, (22)

Abbildung 15: Der Graph G;

Somit gilt fir T = {(2,d) }:

A1) = {{20), 2 b)), {1,d)}, {(2,b), 3,0}, {(2.0), (3,a)} }

Fir p = {(2,4),(2,b)} € f(T) gilt: p(2,a) = p(2,b) = 1 und p(i,v) = 0 fiir alle
(i,v) € (I x V)\{(2,a),(2,b)}. Wir erhalten

Voa= Y, Yio< Y, kip=koa+kyp
(iv)eT (iv)ep

und dies entspricht Ungleichung (19). o

(7.5) Lemma
Fiir jede Teilmenge T = T; U T, C (I x V) gilt:

p1 € f(T1), p2 € f(T2) = (p1+p2) € f(T). o

Beweis
Der Beweis folgt aus der Definition:

Z Yip < Z Yio + Z ]/zv = Z kip + Z ki

(iv)eT (iv)eTh (iv)eT, (iv)ep; (iv)€pa (]
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7.3 Die Ungleichungen mehrfacher Ordnung

(7.6) Definition (Bedingungen)

Bedingung A

Eine Teilmenge § # S = {(i1,w1),..., (i wp)} € (I X V) miti; < ip < ... < g,
erfiillt Bedingung A genau dann, wenn

8
ig > ||J N[wj]| +1—-6(G) firalleg € {1,...,h}.
j=1
Bedingung B
Eine Teilmenge S = {(i;,w1),...,(ip,wp)} € (I x V) miti; < ip < ... < iy erfullt
Bedingung B genau dann, wenn S Bedingung A erfiillt und zusétzlich gilt:

h
in=|J N[wj]| +1-6(G).
j=1 ©

Bedingung A bedeutet nur, dass alle durch S gegebenen y- Variablen gleichzeitig den
Wert 1 annehmen konnen. Bedingung B fordert, dass zusétzlich zu A keine Knoten

aus V'\ (U;?:l N [w]]> in den ersten i, — 1 Taschen sind, falls alle y- Variablen den
Wert 1 annehmen.

(7.7) Giiltige Ungleichung
Sei eine Menge T = {(i},w1),...,(ip,wy)} € (I x V) mit h > 2 gegeben, die die
Bedingung A nicht erfiillt und sei

d(T) := {(b #SCT ‘ S erfiillt Bedingung A}.

Weiter sei fiir jedes S € ®(T) ein ps € f(S) gegeben. Dann gilt:

0 U = ) kio-

(iv)eT (i,0)€Usco(T) Ps o

Beweis
Fir alle S € ®(T) gilt nach Konstruktion:

Z yi,vg Z ki,v-

(iv)es (i,v)eps
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Sei To:={({,v) €T |yip, =0} und Ty := {(i,v) € T | yj, = 1}. Dannist T € ®(T),
da T7; C T und T; erfiillt Bedingung A. Also gilt:

Z Yip = Z y1v+ Z yzv_ Z ki,vS Z kzv O
(iv)eT (iv)€To (iv)eTy (i,v)ep(r)) (i,v)€Usca(r) Ps
=0

(7.8) Beispiel

Wir betrachten den Graphen Gs aus Abbildung 16 und wenden Ungleichung (7.7)
fur T = {(2,a),(2,b),(3,d)} an: Da |[N[1] UN|[2] UN[4]| = 4 > 3 erfiillt T Bedingung
A und somit ist der Satz anwendbar. Weiter ist:

o(T) = { {(20)},{(2)},{3,d)},{(24),34d)},{(2Db), (3 d)} }

~~ ~~

= =t, =t3 =ty =t5

Dann gelten folgende Ungleichungen erster Ord-
nung:
(5.6)
Y24 < k2,e + k3,e + k4,e

(5.6)
Vop < koet+kzet+ky,

(5.6)
Vsg < kae+kae+ksp+kap

Mit Hilfe von Ungleichung (6.6) kénnen wir fol-
gende Ungleichungen zweiter Ordnung erzeugen:

Yoat+Ysd < koetkzethkaethksp+kypt+kog
Abbildung 16: Der Graph Gs Vob+Yysg <koe+kse+kyetksp+kyp+kog

Somit ist:
pn ={(20),3e), (40)}
on = {(2,0),(3,0), (4,¢)}
or, = {(3.e), (4,¢),(3,b), (4,) }
on = {(2.€), (3.¢), (4,¢),(3,b), (4,),(2,d) }
o, = {(2,0),(3,0), (4,¢), (3,b), (4,), (2,d) }
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Und schliefslich erhalten wir eine giiltige Ungleichung fiir T:

Voa+Yop+Ysa= Y, Vip < Y. kip < koe+kse+kye+kap+kap+kog
(i0)eT (i,v)€Usca(r) Ps

Diese Ungleichung definiert sogar eine Facette. o

Analog zu Ungleichung (6.7), konnen wir auch Ungleichungen mehrfacher Ordnung
konstruieren:

(7.9) Giiltige Ungleichungen

Sei die Menge T = {(i1,w1),..., (ip,wy)} € (I x V) mit h > 2 gegeben, die die
Bedingung A erfiillt. Weiter sei fiir jedes j € {1,...,h} ein p; € f(T\{(ij,w;)})
gegeben.

(a) Dann gilt fiir alle ¢ € {max(iy,...,i),...,n —6(G)}:

Z Yiv < Z ki,v + Z kg,u-

(iv)eT (i,v)eu;?:l 0; ueV\ (U;’Zl N[wj])

Falls T zusétzlich Bedingung B erfiillt:
(b) Dann gilt fiir alle u € V'\ (U?:l N[w]-]):

n—04(G)
Z Yiv < Z ki,v + Z kg,u-
(iv)eT (ilv)EU;':l 0j g=max(iy,...,iy,)

(c) Und fiir alle g € {1,...,max(iy,..., i) — 1} gilt:

LS L ket L ke
(iv)eT (iw)eUl pj uE(Uh =1 N[wj]>

mit i]->g O

Beweis
Fallseina € {1,...,h} existiert mit y; , = 0, dann sind (a), (b) und (c) giiltig, denn
in dem Fall ist:

Z Yip = 2 Yio < Z ki,v < Z ki,v-

(iv)eT (i0) €T\{ (iw/wa) } (i,0) €0u (iv)eUl; pj

Sei jetzt y; o, = 1 furallea € {1,...,h}:
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(a) Dann sind in allen Taschen mit Index grofier oder gleich max(iy, ..., i) nur Kno-
ten aus V'\ (U?:l N[wﬂ). Also gilt:

Y. keu =1  firalle g € {max(iy,...,i),...,n—6(G)}.
ueV\ (UL, Nwj))

Somit gilt fiir alle « € {1,...,h} und fir alle ¢ € {max(iy,...,i),...,n—5(G)}:

Z Yip = Z Yip + Yigw,

(iv)eT (i,0) €T\{ (ia,wa) }
< Z ki, + 1= Z kip + Z kg/”
(i,0)Epa (i) Epa uev\ (U}Ll N[wj])
< Z ki,v + Z kgr”'
(i,v)eU;’zl pj uevy\ (U;}:l N[w]-]>

(b) Dann sind alle Knoten aus V'\ (U?:l N [w]]> nur in Taschen mit Index grofer
oder gleich max(iy, ..., ). Also gilt:

n—46(G)

h
) keu =1  firalleu € V\ (U N[wj]) :
j=1

g=max(iy,...,i5)

Somit gilt fiir alle w € {1,...,h} und fiir alle u € V'\ (U;’:l N[wj]>:

n—956(G)
Z Yio < Z kz’,v + 1< Z ki,v + Z kg,u-
(iv)eT (i,0)Epa (i/U)EUj‘Ll 0j g=max(iy,...,ij)

(c) Dann sind nur Knoten aus (U?:l N [w]]> in Taschen mit Index kleiner als
max(iy, . .., i) und die Knoten aus N[wj] sind nur in den ersten i; — 1 Taschen,
furallej € {1,...,h}. Also gilt:

Y. kou =1 fur alle g € {1,...,max(iy,..., i) — 1}.

ue ( U =1 N[wj]>
mit l]>é7

Somit gilt fir alle w € {1,...,h} und fiir alle g € {1, ..., max(iy,..., i) — 1}
Z Yio < Z ki,v + 1 < Z ki,v+ Z kg,u- U

(i/v)eT (i,U) €Pun (i,U)eU?zl p] uec ( Uh j=1 N[w]}>

di
mit i;>g
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Die folgenden Ungleichungen sind Verallgemeinerungen von (6.6):

(7.10) Giiltige Ungleichungen
Sei die Menge T = {(i1,w1),...,(ip,wy)} C (I x V) mit h > 1 gegeben, die die
Bedingung B erfiillt. Weiter sei ein Knoten wy € V\{wj, ..., w;} mit

h

U Niw]

j=0

max(il,...,ih) < —(S(G)+1:Zi061

und fiir jedes j € {0,...,h} ein p; € f((T U (io, wo))\{(ij,w;)}) gegeben.

(a) Dann gilt fiir alle u € N]wy]\ (U?:1 N[w]-]>:

io—1
yio,wo + Z Yiv S Z ki,v + Z kg,u-
(iv)eT (i/U)EU]h:o 0j g=max(iy,...,i5)

(b) Fir alle g € {max(iy,...,i),...,ip — 1} gilt:
Yig,w + Z Yip < Z ki,v + Z kg,u-

(i,0)€T (i0) €U p; ueN[wo]\ (U;.;l N[wj]) o

Beweis
Falls ein « € {0,...,h} existiert mit y; ,, = 0, dann gelten (a) und (b), denn in dem
Fall ist:

Yig,wy + Z Yip = Z Yiv < Z ki,v < Z ki,v-

(iv)eT (i,0) € (TU{ig,wo })\{ (in,wa) } (i,0)€pa (iv)eUlq pj

Sei jetzt y; ., = 1 fiir alle « € {0,...,h}: Dann bleibt, so wie in Satz (7.9), nur noch
zu zeigen, dass die zweite Komponente in Teil (a) und (b) jeweils gleich 1 ist: Da
Bedingung B erfiillt ist, sind in den ersten max(iy, ..., i) — 1 Taschen nur Knoten
aus U;’:l Nlw;]. Da yj, 4, = 1, miissen alle Knoten aus N[wp] in den ersten iy — 1

Taschen sein. Somit gilt einerseits fiir alle u € N[wp]\ (U?:l N [w]]>
i—1

Z keu =1

g=max(iy,...,i5)
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und andererseits fir alle ¢ € {max(iy,...,i),...,ip— 1}:

) keu = 1.

ueN[Wo]\(Uf’zl N[“’j]) 0

7.4 Spezielle Ungleichungen

In diesem Kapitel werden einige Ungleichungen mehrfacher Ordnung beschrieben,
die alle mit Ungleichung (7.7) hergeleitet werden koénnen. Es lohnt sich aber sie
explizit zu betrachten.

(7.11) Definition
Sei eine Teilmenge der Knoten ) # S C V, ein Knoten v € V und eine Zahl
j€A{1,...,|S| — 1} gegeben. Dann bezeichnet die Zahl

j
NU]UUN[ZUI']

i=1

—4(G)

0i(S,v) := min
wl,...,w]-ES\{v}
Wy, W; verschieden

den grofstmoglichen Index einer Tasche, wo v und maximal j — 1 von v verschiedene
Knoten aus S fiir y den Wert 1 annehmen kénnen. ©

01(S,v) entspricht dann genau dem schon Bekannten aus den vorigen Kapiteln. Es
gilt:
EyUSM_] VSCV,Vvje{l,...,|S| -1}

veS

(7.12) Giiltige Ungleichung

;_\

Y, Yiw< Z o YoeV,Vielmiti< min |N[w]UN[w,]| —(G).
wEN|v] j=1 w1,wy EN 0] o

Beweis
Aus Ungleichung (5.8) folgt:

—_

i
Yiw < k],v Yw € N[U]
j

I
—_
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Da i < miny, 4,enfo |N[w1] UN[wa]| —6(G) ist Yyen(o) Yiw < 1. Somit gilt:

i—1
Z Yiw < Z kj,v-
=1

weN o] j (]
(7.13) Satz
Ungleichung (7.12) definiert eine Facette fiir alle Knoten v € V wund alle
i € I miti <miny, 4,enp] |N[wi] UN[ws]| —6(G) und i <n—6(G) — 1. o
Beweis

Wir benétigen 2 - n2 — 6(G) -n—3-n—2-m+ 2+ 6(G) affin unabhingige Punkte,
die die Ungleichung

i—1
Y Vi <) ke (23)
weN|[v] j=1

fiir feste v,i gemaf3 den Voraussetzungen des Satzes mit Gleichheit erfiillen.

(a) Setze ¢ = n und y;,, = 0 fiir alle x € V und alle h € Ir. Da } yenpo] Yiw = 0,
muss auch k;, = 0 fir alle j € {1,...,i — 1} gelten.

e Setze ki, = 1. Es miissen noch n —1 Knoten auf n — §(G) — 1 Taschen
verteilt werden. Dafiir gibt es

n—1)-n—96(G)—1)—(n—-1)—(n—6(G)—2)+1
affin unabhdngige Punkte.

 Setze ki1, = 1. Dann gibt es n — 1 verschiedene x € V\{v}, umk;, =1 zu
setzen. Wir konnen also weitere

n—1
affin unabhingige Punkte konstruieren.

e Fallsi <n—4(G) — 2, dann konnen wir fiir jedes h € {i +2,...,n —6(G)}
einen weiteren Punkt mit kj, ;, = 1 konstruieren, also weitere

n—6(G)—i—1

affin unabhingige Punkte. Das gilt auch fiir i = n — 6(G) — 1, denn dann
ist diese Zahl gleich Null.
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(b) Wir konstruieren fiir alle x € V und alle h € I mit h > 2+ d(x) — 6(G) jeweils
einen Punkt mit y;, =1, yp_1, =0, c =n,und y,_5),, = 0 fiir alle u # x und
der (23) mit Gleichheit erfiillt.

e Falls x ¢ NJv], setzen wir alle Knoten aus N|x] in die ersten 1 +d(x) — 6(G)
Taschen, yj,x = 1und k,,_sg),, = 1. Linke und rechte Seite der Ungleichung
sind dann gleich 0.

e Falls x € N[v], unterscheiden wir zwei Félle:

- Falls h > i+ 1: setze kj, = 1 und alle anderen Knoten aus N|x] in die
ersten h — 1 Taschen, y;, = 0, yir» = 0, y4_1x = 0, yp» = 1. Linke und
rechte Seite der Ungleichung sind dann gleich 0.

- Falls h < i: setze k1 , = 1 und alle anderen Knoten aus N|x] in die ersten
h — 1 Taschen, y;, , = y;» = 1. Linke und rechte Seite der Ungleichung
sind dann gleich 1.

In beiden Fillen ist Ungleichung (23) mit Gleichheit erfiillt. Dies konnen wir
nacheinander fiir alle x € V und alle & > 2 + d(x) — §(G) machen und erhalten

x;/ (n—é(G)—(2+d(x)—5(G))+1) :xezv (n—d(x)—l) —n*—2-m—n

affin unabhingige Punkte.

(c) Setzec=mn, yi, =1, Yi_1, = 0und y;, , = 0 fiir alle x € V\{v} und alle € I,.
Wir kénnen fiir alle j € {1,...,i — 1} einen Punkt konstruieren mit k;, = 1.
Einer dieser Punkte ist affin abhéngig zu einem Punkt aus (b). Also bleiben noch

i—2
affin unabhdngige Punkte.

(d) In allen Punkten davor wurde ¢ = n gesetzt. Den letzten affin unabhdngigen
Punkt konstruieren wir, indem wir einen Punkt aus (b) oder (c) nehmen und
¢ = n — 1 setzen.

Insgesamt erhalten wir
n—1)-n—6(G)—1)—(n—1)— (n—-46(G)—2)+1
+(n—1)4+n—-6G)—i—1)+m*—2-m—n)+({i—-2)+1
=2-n2—6(G)-n—3-n—2-m+2+44(G)

affin unabhingige Punkte und damit ist der Satz bewiesen. [
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(7.14) Giiltige Ungleichungen

p—1
Y Yos00 <Y kiw VS C V mit [S| > 2, Yw € (] N[o],
vES i=1 vES
Vhe{l,...,|S|-1}, p= maSX(Th(S,v)
ve
Y Yoo <h Y ki ¥SCVmit|S|>2 Vhe{l,...,[S| -1},
v€eS weV\ Nyes N[]
Vi € {max0y(S,v),...,n —6(G)} o
vES
Beweis

Laut Definition (7.11) gilt:

Z yah(S,v),v < h.
VES

Und falls ):f;ll ki = 0 dann ist nach Ungleichung (5.8)

=0.
zg yah(S,v),v B

Ungleichungen (7.14) sind Erweiterungen von (7.12). Der Aufwand, um fiir alle
S C V neue Ungleichungen zu konstruieren ist bei grofleren Graphen allerdings zu
grof3. Aus diesem Grund bieten sich die folgenden Ungleichungen an:

(7.15) Giiltige Ungleichungen
Fir alle Knoten v € V, fiir alle Zahlen h € {1,...,d(v)} und fir alle Indizes

i €< min 0,(N[v],w),..., max o,(N[v],w)
{ |

weN o) weNv]
gilt:
i—1
Z Ymin (o3, (N[v],w),i),w <h- Z kj,v
weN|v] j=1
Y. Ymin(o,(Nplw)iw SE—H- Y kiw Vie{i...n—=6(G)} o
weN|v] wENuen(o) N[4]
Beweis
Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Ungleichung (7.14). O
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7.5 Beispiele

Als Beispiel betrachten wir den Graphen Gs aus Abbildung 17. Um eine giiltige
Ungleichung fiir
Y20+ Y2, + Y3p + Y34+ Y3e

herzuleiten, miissen wir alle vorgestellten Ungleichungen kombinieren.

Also sei T = {(2,a),(2,¢),(3,b),(3,d),(3,e) }. Dann wenden wir Ungleichung (7.7)
N NI NI
=H =ty =t3 =ty =ts5
an. Es gilt:

®(T) =TU {;{(Zﬂ)f (3,0)},{(24),(3,d)},{(24),3,¢)},{(2e),3Db)},

-~ -~ -~ -~

=tg =ty =fg =ty

{1(20),(3,d)},{(2,¢),3,e)},{(3b),(3,d)},{(3b),(3,e)},

-~ ~ -~ ~

=t =11 =t =113

(3), (3}, (2.0, 6,8), 3.0} {(2.0), (D), Ge)) |

N
~~ —~ ~~

=f1q =115 =f16

Abbildung 17: Der Graph Gs
Laut Ungleichung (5.8) gilt:
Y2,ar Y2, < ki und Y3y Y34 Y3e < kic+ ko
Somit gilt auch nach Lemma (7.5):

Voa+ysp < kie+kie+koe,
V2,0 +Y3q < kic+kic+koe,

Uu.Ss.Ww.
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Also
on = pr = { (L)} € f(1), i€ {12},

o =pr =i = {(Le) 20 f € f(), i€ {345),
O1 = Ptz = Piy = Pto = Py = pryy = { (1,6),(1,0),(2,0) } € f(£), i € {6,...,11}.
Nach Ungleichung (7.9) gilt:

oy = {(1,6), 2,), (4,0), (4,¢) } € f(t),

oy = {(1,0),(2,), (4,0), (4¢)

one = {(1,6),(2,¢), (4,a), (4¢)

Und nach Ungleichung (7.1) und Lemma (7.5) gilt:
ors = prie = { (1), (Le), (1,¢), (2.0 }.
Und schliefilich erhalten wir eine giiltige Ungleichung fiir T:

Y24 + Y2 + Ysp + Y34 + Y3,e < Z ki,v =2 kl,c + kl,e + k2,c + k4,a + k4,e-

(iv) GU}gl Pfj

Diese Ungleichung definiert sogar eine Facette.
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§8 Das zweite Modell

8.1 Die Variablen

Beim zweiten Modell werden wir ausnutzen, dass die Knoten jeder Clique zusam-
men in mindestens einer Tasche sind. Die Menge der Taschen bleibt
I:={1,...,n—6(G)}, aber die Anzahl der Knoten, die von einer Tasche zur nichs-
ten neu hereinkommt, kann beliebig sein. Wir definieren:

K := Menge aller Cliquen g mit |gq| > 3
Q:=VUEUK.

Dann brauchen wir neue Variablen:

P 1 , falls Clique g € Q in Tasche X; ist
i 0 , sonst

¢ € Np.

8.2 Das ganzzahlige lineare Programm

Die Knoten jeder Clique sind zusammen in mindestens einer Tasche:

Y dig>1 VgeQ

iel

Seien ¢1,92 zwei Cliquen mit q; C gp. Falls dann g, in der Tasche X; ist, so ist
natiirlich auch ¢q; in dieser Tasche. Also

dig, >d

g = dig, Viel, Vq1,92 € Qmit gy C q;.
Alle Taschen, die eine bestimmte Clique g € Q enthalten, sind zusammenhéangend:
dig+dig <dj,+1 Vi,jkeImiti <j<k Vq€Q

Wir minimieren die maximale Anzahl an Knoten, die zusammen in einer Tasche
sind:

Zdilvgc Vie L

veV
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Das ganzzahlige lineare Programm (V1) sieht dann folgendermafien aus:

minc—1

sd: ) dip,=0(G)+1 (24)
veV
Y dig>1 Vg e Q (25)
icl
dig, = dig, Viel, Vq1,920 € Qmitgy C g (26)
dig+dig <dj;+1 Vi,j,kelImiti<j<k VgeQ (27)
Y diy<c Viel (28)
veV

Bei der Wahl von Q ist das Modell flexibel. Weitere Varianten:

* Variante (V2): Es reicht aus, Q als Vereinigung der Knoten und Kanten zu

definieren, also
Q:=VUE.

So verzichtet man aber auf den wahrscheinlich grofiten Vorteil des Modells,
ndmlich, dass grofie Cliquen automatisch in eine Tasche platziert werden.

¢ Variante (V3): Eine andere Moglichkeit besteht darin, eine Teilmenge der Kan-
ten und Cliquen zu definieren: Sei

S:={s1,82,...,5,} CEUK,
so dass furallee € Eeini € {1,...,h} existiert, mite C s;.

Dann ist Q := V US. So miissen nicht alle Kanten einzeln in Q sein, sondern
es reicht aus, dass fiir jede Kante {v, w} eine Clique g in Q ist mit {v,w} C g.

Eine Erweiterung (E) des Modells anhand der Variablen:

1 , falls |X1| >0 )
X; = 1el
0 , sonst
und den zusétzlichen Nebenbedingungen:
Xip1 < X Vie I\{n}
x; < Z diﬂ, Viel
veV
di,vgxi Viel, YoeV
ingn—c—i—lundxl =1

i€l
ist moglich.
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§9 Rechenstudie

Mit Hilfe der Modellierungssprache ZIMPL [21] konnen wir das Pfadweite- Pro-
blem als (ganzzahliges) lineares Programm formulieren und mit der Losungssoftwa-
re SCIP [1] 16sen. ZIMPL und SCIP sind frei erhaltbar. Die im Folgenden vorgestellte
Rechenstudie wurde auf einem Computer mit zwei 2,93 GHz Prozessoren und 4 GB
Ram durchgefiihrt. Um vergleichbare Daten zu erhalten, wurde die Standarteinstel-
lung von SCIP version 2.0.2 beibehalten.

9.1 Die getesteten Graphen

9.1.1 Die Mycielski- Graphen

Die Muycielski- Graphen [2] bilden eine Folge von dreiecksfreien Graphen
My, M, Mj,..., wobei der Graph M,;; = (V,E) wie folgt aus dem Graphen
M,, = (V', E') hervorgeht:

V=Vvuv'u{z},

wobei V" = {y1,...,yn} eine Kopie von V' = {x1,...,x,} ist und z ein weiterer
Knoten ist. Die Kanten werden auf drei verschiedene Arten erzeugt:

1. Alle Kanten aus M, bleiben bestehen.
2. Y wird mit allen Nachbarn von X; verbunden (1 <j < n).

3. z wird mit allen Knoten aus V" verbunden.

dh. E=E' U{(x;,yj)|(x;, %)) € E'}U{(y;,2)|1 <j<n}.

Als Ausgangsgraph dient der Graph M;, der zwei Knoten x1, x; hat, die durch eine
Kante verbunden sind.

9.1.2 Die Queen- Graphen

Die Queen- Graphen (Damen- Graphen) Q,, = (V,E) werden fiir ein n € IN wie
folgt konstruiert (siehe [25]):

¢ Jeder Knoten v € V représentiert ein Feld des n x n- Schachbretts.
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e Zwei Knoten v,w € V sind genau dann benachbart, wenn die zugehdorigen
Felder auf dem Schachbrett in derselben Zeile, Spalte, oder Diagonale liegen.

Die Kanten entsprechen also den Zugmoglichkeiten einer Dame beim Schachspiel.

DaY

\ /
¢

N\ /“ Y
RN

QAW
a i A\
RN

—1

A

X/

Abbildung 20: Der Queen- Graph Q33 Abbildung 21: Der Queen- Graph Qs 5
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9.2 Ergebnisse fiir das erste Modell

Die Ungleichungen, die in den vorigen Kapiteln hergeleitet wurden, werden auf den
eben vorgestellten Graphen getestet. Dabei wird um abzukiirzen folgende Notation

verwendet:
Notation Beschreibung
Ord.1*  Ungleichungen (5.1), (5.4), (5.8), (5.10), (5.13) und (5.14).
Ord.1  Ungleichungen (5.6), (5.12), (5.13) und (5.14).
(6.6)*  Ungleichung (6.6) nur fiir ¢(Jo, So, Juw, Sw) = zj;(f'm k; . fiir
alle x € N[v] N N[w].
(6.7)*  Ungleichung (6.7) nur fiir ¢(Jo, So, Jw, Sw) = Z}l(lv’w) kjx fiir
alle x € N[v] N N[w].
(6.8)*  Ungleichung (6.8) nur fiir i = j
(7.14) j  Ungleichung (7.14) fir h <j
(7.14)v; Ungleichung (7.14) nur fiir S = Vund h < j
Tabelle 1: Erlduterungen zur verwendeten Notation
9.2.1 Myciel 3

Der Graph M3 (siehe Abbildung 19) hat 11 Knoten, 20 Kanten und der Minimalgrad
ist 3. Zuerst wird die Pfadweite mit Hilfe eines ganzzahligen linearen Programms

bestimmt. Siehe dazu Tabelle 2. Die Pfadweite ist dementsprechend 5.

Neben- Anzahl  Anzahl Losungdes  Zeit
bedingungen Variablen Nebenb. GLP in Sek.
(1)-(6) 159 406 5,0000 4,50
(1)-(6),(5.1) 159 476 5,0000 3,99
(1)-(6),(5.4) 159 476 5,0000 6,41
(1)-(6),(5.8) 159 726 5,0000 5,11
(1)-(6),(5.10) 159 413 5,0000 4,46
(1)-(6),(7.1) 159 417 5,0000 5,38
(1)-(6),(7.14) v » 159 413 5,0000 0,71

Tabelle 2: Ganzzahlige lineare Programme fiir Myciel3
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Wir testen die hergeleiteten Ungleichungen, indem wir die lineare Relaxierung be-
trachten. Die lineare Relaxierung fiir die Standard- Ungleichung ergibt den Wert 3.
Dieser Wert entspricht dem Minimalgrad; das liegt daran, dass unser Modell in die
erste Tasche der Pfadzerlegung immer 4(G) + 1 Knoten hinein legt. Da der Graph
M3 nur 11 Knoten hat, kénnen wir die Ungleichungen (5.6) und (5.12) zusammen
ins LP laden. Im Folgenden werden wir auch grofsere Graphen betrachten, so dass
wir in (5.6) bzw. in (5.12) nicht fir alle S € V\N[v] und alle | C {i,..,n —4(G)}
neue Ungleichungen erzeugen konnen. Deswegen beschrianken wir uns nur auf die
wichtigsten Falle: (5.1),(5.4),(5.8) und (5.10). Wie aus Tabelle 3 hervorgeht, ist die
Losung der LP- Relaxierung fiir den angegebenen Graphen in beiden Fillen gleich
3.

Nebenbedingungen Anzahl Losung der LP Zeit
(1)-(6)+ Nebenb. Relaxierung in Sek.

Ord.1* 1027 3,0000 0,08

Ord.1 27088 3,0000 5,99

(6.4) 5436 3,2000 0,48

(6.6)* 2026 3,0000 0,16

(6.7)* 3466 3,1034 0,25

(6.8)* 4596 3,0000 0,22
Ord.1%,(6.4),(6.6)*, (6.7)*, (6.8)* 14927 3,2667 3,32
Ord.1,(6.4),(6.6)*,(6.7)*,(6.8)* 40988 3,2667 27,83
Ord.1*,(6.4),(6.6)%, (6.7)*, (6.8)%, (7.1) 14938 32667 4,84
(7.14), 9564 4,0000 0,16

(7.14), 15865 5,0000 0,28

(7.14)y 1 410 4,0000 0,02

(714)v 2 413 5,0000 0,01

(7.15), 667 3,8000 0,01

(7.15) 1012 3,8571 0,11

(7.15)3 1385 3,8571 0,14

(7.15)4 1595 3,8571 0,18

(7.15)5 1630 3,8571 0,11
+01%,(6.4),(6.6),(6.7),(6.8), (7.1),(7.15)5 16162 3,8800 6,63

Tabelle 3: Lineare Relaxierung fiir Myciel3

Durch das Hinzufiigen aller Ungleichungen erster Ordnung gelingt es also nicht,
eine bessere untere Schranke zu erhalten wie der Minimalgrad. Der Grund dafiir
ist, dass der Minimalgrad zu hoch ist, um die Wirkung zu zeigen. Die wenigen
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==Primale Schranke ==Duale Schranke ==Primale Schranke ==Duale Schranke
10,00 10,00
'LI '
= =
2 5,00 2 5,00
z 5 | z 5
0;00 T T T T 1 0;00 T T T T 1
0 1 2 3 4 5 0 0,15 03 045 0,6 075
Zeitin Sekunden Zeitin Sekunden

Abbildung 22: Rechenzeit des GLP mit Abbildung 23: Rechenzeit des GLP mit
den Nebenbedingungen den Nebenbedingungen
(1)-(6) fiur M3 (1)-(6),(7.14)y » fiir M3

ausgewdhlten Ungleichungen zweiter Ordnung erhohen den Wert auf 3,2667.

Mit Hilfe von Ungleichng (7.14) erhalten wir bereits eine Losung mit Wert 5. Dabei
ist es nicht notig fiir jedes S C V eine Ungleichung zu erzeugen. Es reicht nur S =V
zu wahlen. Durch das Hinzuftigen von nur 7 Ungleichungen zu den Standard- Un-
geichungen (1)-(6) erhalten wir bei diesem Graphen bereits eine (nicht ganzzahlige)
Losung mit dem selben Wert wie die Pfadweite; namlich 5. D.h. wir erhalten eine
untere Schranke mit Wert 5 in 0,01 Sekunden. Das ganzzahlige Programm, das nur
die Standard- Ungeichungen (1)-(6) enthilt, erreicht diese Schranke erst nach tiber 4
Sekunden wie aus Abbildung 22 ersichtlich ist. Ungleichung (7.14) mit S = V hilft
uns also schnell eine gute untere Schranke zu finden.

(9.1) Bemerkung
Da der Graph Myciel3 M3 keinen Knoten enthilt, der zu allen anderen Knoten ad-
jazent ist, reduziert sich Ungleichung (7.14)y ; zu

Z Yo,(V,0),0 <h Vh € {1,. . ,]}

veES O
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9.2.2 Myciel 4

Der Graph M, hat 23 Knoten, 71 Kanten und der Minimalgrad ist 4.

Nebenbedingungen Anzahl Losung der LP Zeit
(1)-(6)+ Nebenb. Relaxierung in Sek.

— 2928 4,0000 0,42

Ord.1* 7417 4,3051 8,19

(6.4) 124717 54628 1573,32

(6.6)* 26023 4,0000 60,59

(6.7)* 97198 4,4993 54744
Ord.1%,(6.4),(6.6),(6.7) 246571 out of memory —
Ord.1%, (7.1) 7440 4,3051 11,29
(7.14)y 4 2937 5,0000 0,21
(714)v 2 2945 6,0000 0,27
(7.14)y 3 2952 7,0000 0,34
(714)y 4 2958 7,0000 0,26
(7.14)y 5 2964 9,0000 0,26
(7.14)y 6 2969 10,0000 0,23
(7.15), 5810 5,0000 1,04
(7.15), 9161 5,8571 3,53
(7.15)3 12820 6,3044 8,37
(7.15)4 16701 6,3044 15,96
(7.15)5 19749 6,4126 24,36
(7.15)¢ 22031 6,4126 28,47
(7.15)7 23334 6,4126 36,16
+01%,(6.4),(7.1),(7.15)5 146050 6,6150 4338,92

Tabelle 4: Lineare Relaxierung fiir Myciel4

Dank der linearen Relaxierung wissen wir jetzt, dass 10 eine duale Schranke (un-
tere Schranke) fiir die Pfadweite von My ist. Die ganzzahligen linearen Programme
zeigen, dass 10 sogar der Pfadweite entspricht. Siehe dazu Tabelle 5.
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Neben- Anzahl Anzahl Losung des Zeit
bedingungen Variablen Nebenb. GLP in Sek.
(1)-(6) 802 2928 10,0000 2297,31
(1)-(6),(7.14)v 6 802 2969 10,0000 36,14

Tabelle 5: Ganzzahlige lineare Programme fiir Myciel4

==Primale Schranke ==Duale Schranke
30
20
<
=
10 '
0 T T T T
0 500 1000 1500 2000
Zeitin Sekunden

==Primale Schranke ==Duale Schranke

30
20
£
=
10 _l_=_
0 T T T 1
0 10 20 30 40

Zeitin Sekunden

Abbildung 24: Rechenzeit des GLP mit
den Nebenbedingungen
(1)-(6) fiir My
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9.2.3 Myciel 5

Der Graph Ms hat 47 Knoten, 236 Kanten und der Minimalgrad ist 5. Die lineare
Relaxierung (Tabelle 6) ergibt einen Wert von 10,1040. Da die Pfadweite ganzzahlig
ist, erhalten wir eine untere Schranke von 11.

Nebenbedingungen Anzahl Losung der LP Zeit
(1)-(6)+ Nebenb. Relaxierung  in Sek.

— 19530 5,0000 12,86

Ord.1* 50491 6,1706 940,77
Ord.1%, (7.1) 50538 6,1706 900,79
(7.14)y 1 19550 6,0000 15,54

(7.14)y 19569 7,0000 19,07
(7.14)y 3 19587 8,0000 14,39

(7.14)y 4 19604 8,0000 14,80
(7.15)4 47455 6,0000 59,36
(7.15), 78530 6,9091 216,35
(7.15)3 111583 7,8497 939,27
(7.15)4 146305 8,2810  1293,04
(7.15)s 182365 9,2983  4475,19
+Ord.1%, (7.1),(7.14)v 4, (7.15)5s 213447 10,1040 13760,80

Tabelle 6: Lineare Relaxierung fiir Myciel5

Nach 1000 min hat das ganzzahlige Programm eine Pfadzerlegung der Weite 20 ge-
funden. Somit bleibt ein Abstand von 81, 82% zur dualen Schranke aus der linearen
Relaxierung.

Neben- Anzahl  Anzahl  Duale Gap Primale  Zeit in
bedingungen Variablen Nebenb. Schranke in %  Schranke Minuten
(1)-(6) 3665 19530 5 300,00% 20 1000

Tabelle 7: Ganzzahliges lineares Programm fiir Myciel5
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50

==Primale Schranke ==Duale Schranke

40

ESO
=20

10

0

0 250

500
Zeit in Minuten

750 1000

Abbildung 26: Rechenzeit des GLP mit den Nebenbedingungen (1)-(6) fiir M5

924 Queen5_5

Der Graph Qss hat 25 Knoten, 160 Kanten und der Minimalgrad ist 12. Wir be-
trachten zuerst die lineare Relaxierung (Tabelle 8). Diese ergibt eine duale Schranke
von 17. Dann wird die Pfadweite mit Hilfe eines ganzzahligen linearen Programms
bestimmt. Siehe dazu Tabelle 9. Die Pfadweite ist 18.

==Primale Schranke ==Duale Schranke
30
20 _!
5
= 10
0 T T T T T
0 40 80 120 160 200
Zeitin Sekunden

==Primale Schranke ==Duale Schranke

24_I

18

=
12
=

6

0 T T T T 1
0 14 28 42 56 70

Zeitin Sekunden

Abbildung 27: Rechenzeit des GLP mit
den Nebenbedingungen

(1)-(6) fiir Qs
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Nebenbedingungen Anzahl Losung der LP Zeit
(1)-(6)+ Nebenb. Relaxierung in Sek.

— 4138 12,0000 0,18

Ord.1* 9302 12,0000 3,19

(6.4) 195730 12,0000 885,36

(6.6)* 134450 12,0000 333,08

(6.7)* 130290 12,0000 93,32
Ord.1%, (7.1) 9327 12,0000 3,25
(7.14)y 1 4145 16,0000 0,07
(7.14)y 4150 17,0000 0,12
(714)y 3 4154 17,0000 0,09

(7.14)y 4 4157 17,0000 0,09
(7.14)y 5 4160 17,0000 0,07
(7.15)1 5713 15,6923 0,97
(7.15), 7613 16,5385 3,49
(7.15)3 9690 16,5385 5,29
(7.15)4 11827 16,5385 4,04
(7.15)5 14024 16,5385 5,49
(7.15)¢ 16224 16,5385 18,31
+0rd.1%,(7.1),(7.14) v 4, (7.15)4 17035 17,0000 4,34

Tabelle 8: Lineare Relaxierung fiir Queen5_5

Neben- Anzahl Anzahl Losung Zeit
bedingungen Variablen Nebenb. des GLP in Sek.
(1)-(6) 606 4138 18,0000 219,18
(1)-(6),(7.14) v » 606 4150 18,0000 69,70

Tabelle 9: Ganzzahlige lineare Programme fiir Queen5_5
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9.2.5 Queen6_6

Der Graph Qg6 hat 36 Knoten, 290 Kanten und der Minimalgrad ist 15. Die lineare
Relaxierung (Tabelle 10) ergibt einen Wert von 25. Diese Losung ist allerdings noch
nicht ganzzahlig. Somit ist 25 eine untere Schranke fiir die Pfadweite.

Nebenbedingungen = Anzahl Losung der LP Zeit
(1)-(6)+ Nebenb. Relaxierung in Sek.
Ord.1* 27202 15,0000 41,78

Ord.1%, (7.1) 27238 15,0000 53,80
(7.14)y 1 12303 21,0000 1,55
(7.14)y 12313 24,0000 0,40
(714)y 3 12321 24,0000 0,56
(7.14)y 4 12328 25,0000 0,25

(7.15)4 17630 20,6875 8,63
(7.15), 24506 22,7500 70,31
(7.15)3 31926 22,7500 194,07
(7.15)4 39702 22,7500 232,26
(7.15)s 47658 22,7500 207,68
+0rd.1%,(7.1),(7.15)4 54650 22,7500 679,78

Tabelle 10: Lineare Relaxierung fiir Queen6_6

Mit dem ganzzahligen Programm 11 erhalten wir eine ganzzahlige Losung von 25.

Neben- Anzahl Anzahl Losung Zeit
bedingungen Variablen Nebenb. des GLP in Sek.
(1)-(6) 1437 12290 25,0000 7197,92
(1)-(6),(7.14)y 4 1437 12328 25,0000 172,07

Tabelle 11: Ganzzahlige lineare Programme fiir Queen6_6
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==Primale Schranke ==Duale Schranke ==Primale Schranke ==Duale Schranke
30 30
[ .
20
= S = |
g § 25
10
0 T T T T 1 20 T T T T T T 1
0 1500 3000 4500 6000 7500 0 25 50 75 100 125 150 175
Zeitin Sekunden Zeitin Sekunden

Abbildung 29: Rechenzeit des GLP mit Abbildung 30: Rechenzeit des GLP mit
den Nebenbedingungen den Nebenbedingungen

(1)-(6) fiir Qe (1)-(6),(7.14)v 4 fir Qe

0.2.6 Queen7_7

Der Graph Q77 hat 49 Knoten, 476 Kanten und der Minimalgrad ist 18. Mit Hilfe
der linearen Relaxierung erhalten wir eine untere Schranke von 33 fiir die Pfadweite.
Siehe dazu Tabelle 12.

Die beste gefundene ganzzahlige Losung des ganzzahligen linearen Programm:s (Ta-
belle 12) ist 35. Somit bleibt nur noch ein Abstand von 6,06% zwischen der gefun-
denen ganzzahligen Losung und der dualen Schranke.

==Primale Schranke ==Duale Schranke
45
L

30
2
=

15

0 T T T 1
0 250 500 750 1000
Zeit in Minuten

Abbildung 31: Rechenzeit des GLP mit den Nebenbedingungen (1)-(6) fiir Q7
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Nebenbedingungen Anzahl Losung der LP Zeit
(1)-(6)+ Nebenb. Relaxierung in Sek.

— 29934 18,0000 15,86
+0rd.1%,(7.1) 65528 18,0000 312,79
(7.14)y 1 29951 26,0000 5,59
(7.14)v 2 29964 30,0000 3,00
(714)v 3 29975 30,0000 2,65
(714)y 4 29985 33,0000 2,34
(7.15); 46005 25,5790 217,62
(7.15), 65514 28,8421 939,55
(7.15)3 86620 29,0778 2253,68
(7.15)4 108631 29,9887 2833,33
+Ord.1%,(7.1),(7.14)y 4, (7.15)y 144276 33,0000 4512,29

Tabelle 12: Lineare Relaxierung fiir Queen7_7

Neben- Anzahl  Anzahl Duale Gap Primale  Zeitin
bedingungen Variablen Nebenb. Schranke in % Schranke Minuten
(1)-(6) 2920 29934 18,0000 94,44% 35,0000 1000
(1)-(6),(7.14)y 4 2920 29985 33,0000 6,06% 35,0000 1000

Tabelle 13: Ganzzahlige lineare Programme fiir Queen7_7
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9.3 Ergebnisse fiir das zweite Modell

Wir wenden das zweite Modell zuerst auf den Graphen Myciel3 an. Dieser Graph
ist allerdings dreiecksfrei und enthélt somit keine Cliquen mit 3 oder mehr Knoten.
Die Varianten (V1) und (V2) sind somit identisch.

Neben- Anzahl Anzahl Losung des Zeit
bedingungen Variablen Nebenb. GLP in Sek.
(V1) 249 2096 5,0000 2379,81

(V1) mit (E) 257 2201 5,0000 479,10

Tabelle 14: Zweites Modell: ganzzahlige lineare Programme fiir Myciel3

Verglichen zum ganzzahligen linearen Programm des ersten Modells (4,5s) hat das
zweite Modell 100 mal so lange gebraucht. Das {iberascht auch nicht, da das zweite
Modell in diesem Fall 249 — 159 = 90 Variablen und 2201 — 406 = 1795 Nebenbe-
dingungen mehr hat.

Wenden wir jetzt das zweite Modell auf den Graphen Queen5_5 an: Da jeder Kno-
ten bei diesem Graphen ein Feld des 5 x 5- Schachbretts reprasentiert, bilden die
Knoten jeder Zeile eine Clique. Analoges gilt fiir die Spalten und Diagonalen. Bei
Variante (V3) reicht es also aus, dass Q nur aus der Vereinigung von V und der
Menge der Cliquen, die aus den Zeilen, Spalten oder Diagonalen gebildet werden,
besteht. Mit 651 Variablen hat das ganzzahlige lineare Programm nur unwesentlich
mehr Variablen als das ganzzahlige Programm des ersten Modells. Die Losungen
der ganzzahligen linearen Programme sind in Tabelle 15 zu finden.

Neben-  Anzahl Anzahl Duale Gap Primale  Zeitin
bedingungen Variablen Nebenb. Schranke in % Schranke Minuten
(V2) mit (E) 2419 57621 12,0000 50% 18,0000 1000
(V3) mit (E) 651 15677 12,0000 50% 18,0000 1000

Tabelle 15: Zweites Modell: ganzzahlige lineare Programme fiir Queen5_5
Beide ganzzahligen Programme haben nach 1000 Minuten noch einen Unterschied

von 50% zwischen der primalen und der dualen Schranke und sind somit deutlich
langsamer als die ganzzahligen Programme des ersten Modells.
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9.4 Diskussion der Ergebnisse

Das ganzzahlige Programm des ersten Modells ist deutlich schneller als das Pro-
gramm des zweiten Modells. Das liegt einerseits an der Wahl der Variablen und
andererseits an der Anzahl der Nebenbedingungen:

* Die Beziehungen zwischen den einzelnen Variablen sind im ersten Modell kla-
rer bestimmt. Gilt z. B. im ersten Modell k;, = 1 fiireinv € V und eini € I,
so ist automatisch k;, = 0 fiir alle w € V\{v} und k;, = 0 fiir alle j € I\ {i}.
Beim zweiten Modell sagt d; , noch nichts tiber d;, oder d;,, aus.

* Die grofie Anzahl an Nebenbedingungen des zweiten Modells liegt vor allem
an Ungleichung (27). Denn von den 57621 Nebenbedingungen des ganzzah-
ligen Programms fiir den Graphen Qs5, stammen allein 52910 Nebenbedin-
gungen aus Ungleichung (27). Ohne diese Ungleichung wiirden nur noch 4711
Nebenbedingungen bleiben, was eher in der Groflenordnung des ersten Mo-
dells liegt.

Aus diesen Griinden wurden nur zusitzliche giiltige Ungleichungen fiir das erste
Modell bestimmt.

Mit dem ganzzahligen Programm des ersten Modells, d.h. mit den Ungleichungen
(1) bis (6), konnte die Pfadweite fiir die Graphen M3, My, Qs5 und Qg6 exakt be-
stimmt werden. Bei den Graphen Ms und Q77 bleibt ein Abstand zwischen der
primalen und der dualen Schranke.

In dieser Arbeit wurde eine Vielzahl giiltiger Ungleichungen hergeleitet. Diese Men-
ge an Ungleichungen ist allerdings zu grofs, um die Ungleichungen alle zusammen
ins LP zu laden. In der Rechenstudie wurde deswegen das lineare Programm immer
nur fiir ausgewdhlte Ungleichungen geltst. Dabei hat sich herausgestellt, dass die
Ungleichungen mit den meisten y- Variablen auf der linken Seite die besten dua-
len Schranken liefern. Z.B. haben wir mit Ungleichung (7.14)y ; in allen Beispielen
schnell eine sehr gute untere Schranke erhalten.

Dazu muss erwdhnt werden, dass die Laufzeit von Zimpl, um die Ungleichungen
(7.14)y ; zu erzeugen, exponentiell zu j steigt. Der Aufwand um die

j
0;(V,0) := min N[]U|JN[w]| -6(G) ,veV
WY yeers w]-EV\{v} i—1
W1, W, verschieden
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tir grofiere Graphen zu berechnen, ist fiir grofSe j zu hoch. Deswegen wurden nur
Ungleichungen mit kleinem j hergeleitet.

In der Rechenstudie wurden nur die Ungleichungen erster und zweiter Ordnung
und die Ungleichungen (7.14) und (7.15) betrachtet, denn der Aufwand, um alle
Ungleichung z. B. aus (7.7) herzuleiten, ist zu grof3. Trotzdem hat die lineare Rela-
xierung fiir die Graphen M3, My und Qg6 zu einer Losung mit gleichem Wert wie
die Pfadweite gefiihrt.

Es sei noch bemerkt, dass der Graph G4 aus Abbildung 13 mit nur 5 Knoten bereits
1894 Ungleichungen hat, die Facetten definieren.

92



Das Pfadweite- Problem §10 Schlusswort

§10 Schlusswort

In dieser Arbeit wurde das Pfadweite- Problem auf zwei verschiedene Arten model-
liert. Dabei stellten sich die Vorziige des ersten Modells klar heraus, weshalb nur
giiltige Ungleichungen fiir das erste Modell bestimmt wurden.

Im Folgenden wurden also viele giiltige Ungleichungen fiir das erste Modell her-
geleitet, denn beim Losen von ganzzahligen linearen Programmen sind Kenntnis-
se iiber die ganzzahlige Hiille sehr wichtig. Dabei wurde zwischen Ungleichungen
erster Ordnung, Ungleichungen zweiter Ordnung und Ungleichungen mehrfacher Ord-
nung unterschieden.

Es wurde bewiesen, dass die Ungleichungen erster Ordnung oft Facetten definie-
ren. Desweiteren konnte mit Hilfe der Ungleichungen erster Ordnung die Unglei-
chungen zweifacher und mehrfacher Ordnung auf verschiedene Arten konstruiert
werden. Dass viele dieser Ungleichungen sehr stark sind, zeigen die Losungen der
linearen Relaxierung. Fiir zwei Klassen der Ungleichungen mehrfacher Ordnung
wurde zudem bewiesen, unter welchen Bedingungen sie Facetten definieren.

Eine Erweiterung von Ungleichung (7.7) ist zudem denkbar: statt einer gewohnli-
chen Menge konnte T als Multimenge gewihlt werden. Dies ist ohne grofie Ande-
rungen machbar.

Die Pfadweite von kleineren Graphen, wie M3, My, Qs5 und Qge, also Graphen
die bis zu 36 Knoten enthalten, konnte mit dem ganzzahligen linearen Programm
schnell und exakt berechnet werden. Bei den grofieren Graphen Ms und Q77 konn-
ten, mit den zusétzlich hergeleiteten giiltigen Ungleichungen, gute untere Schranken
bestimmt werden.

Bei den grofieren Graphen ist die Menge der Ungleichungen zu grofs, um die Un-
gleichungen alle zusammen ins lineare Programm zu laden. Wenn es gelingt die
starksten dieser Ungleichungen zu separieren, so kann man unter Anwendung des
Schnittebenverfahrens auch die Pfadweite grofSerer Graphen bestimmen.

93






Das Pfadweite- Problem § Literatur

Literatur

[1] T. Achterberg: SCIP: Solving constraint integer programs, Mathematical Program-
ming Computation, Vol. 1, No. 1, (2009), pp. 1-41, http:/ /scip.zib.de/

[2] M. Aigner, G. M. Ziegler: Das Buch der Beweise, Springer- Verlag, 3. Auflage,
(2010), p. 299.

[3] S. Arnborg, D. G. Corneil, und A. Proskurowski: Complexity of finding embeddings
in a k-tree, STAM ]. Algebraic Discrete Methods, Vol. 8, No. 2, (1987), pp. 277-284.

[4] H.L Bodlaender: A tourist guide through treewidth, Acta Cybernetica, Vol. 11,
(1993), pp- 1-21.

[5] H. L. Bodlaender: A linear-time algorithm for finding tree-decompositions of small
treewidth, SIAM ]J. Computing, Vol. 25, No. 6, (1996), pp. 1305-1317.

[6] H. L. Bodlaender: A partial k-arboretum of graphs with bounded treewidth, Theore-
tical Computer Science, Vol. 209, No. 1-2, (1998), pp. 1-45.

[7] H. L. Bodlaender, A. M. C. A. Koster: Treewidth computations 1. Upper bounds,
Information and Computation, Vol. 208, No. 3, (2010), pp. 259-275.

[8] H. L. Bodlaender, A. M. C. A. Koster: Treewidth computations 1. Lower bounds,
Information and Computation, Vol. 209, No. 7, (2011), pp. 1103-1119.

[9] H. L. Bodlaender, R. H. Mohring: The Pathwidth and Treewidth of Cographs, SIAM
Journal on Discrete Mathematics, Vol. 6, No. 2, (1993), pp. 181-188.

[10] T. Christof, A. Lobel: PORTA - POlyhedron Representation Transformation
Algorithm, http:/ /typo.zib.de/opt-long_projects/Software /Porta/

[11] V. Chvatal: Edmonds polytopes and a hierarchy of combinatorial problems, Discrete
Mathematics, Vol. 4, No. 4, (1973), pp. 305-337.

[12] R. J. Dakin: A tree- search algorithm for mixed integer programming problems, The
Computer Journal, Vol. 8, No. 3, (1965), pp. 250-255.

[13] G. B. Dantzig: Maximization of a linear function of variables subject to linear ine-
qualities, Activity Analysis of Production and Allocation, Cowles Commission
Monograph No. 13, John Wiley & Sons Inc., (1951), pp. 339-347.

[14] G. B. Dantzig, R. Fulkerson und S. Johnson: Solution of a large-scale traveling-
salesman problem, Operations Research, Vol. 2, No. 4 (1954), pp. 393-410.

VII



Das Pfadweite- Problem § Literatur

[15] W. Domschke, A. Drexl: Einfiihrung in Operations Research, Springer- Verlag, 6.
Auflage (2004), pp. 120-156.

[16] R. E. Gomory: Outline of an algorithm for integer solutions to linear programs, Bulle-
tin of the American Mathematical Society, Vol. 64, No. 5, (1958), pp. 275-278.

[17] M. Grotschel, L. Lovasz, A. Schrijver: The ellipsoid method and its consequences in
combinatorial optimization, Combinatorica, Vol. 1, No. 2, (1981), pp. 169-197.

[18] F. Gurski, I. Rothe, J. Rothe und E. Wanke: Exakte Algorithmen fiir schwere Gra-
phenprobleme, eXamen.press, Springer- Verlag (2010), pp. 259-284.

[19] L. M. Kirousis, C. H. Papadimitriou: Searching and pebbling, Journal Theoretical
Computer Science, Vol. 47, No. 2, (1986), pp. 205-218.

[20] J. Kneis, D. Molle, S. Richter und P. Rossmanith: A bound on the pathwidth of
sparse graphs with applications to exact algorithms, SIAM Journal on Discrete Ma-
thematics, Vol. 23, No 1, (2008), pp. 407-427.

[21] T. Koch: Rapid Mathematical Prototyping, Technische Universitat Berlin, (2004),
http://zimpl.zib.de/

[22] A. M. C. A. Koster: Vorlesung zur Ganzzahligen Linearen Optimierung, RWTH
Aachen, (Sommersemester 2009).

[23] A. H. Land, A. G. Doig: An automatic method of solving discrete programming pro-
blems, Econometrica, Vol. 28, No. 3, (1960), pp. 497-520.

[24] A. LaPaugh: Recontamination does not help search a graph, Tech. Report 335, Dept.
of Elec. Eng. and Comp. Sci., Princeton Univ. (1982).

[25] S. Neuhaus: Eigenschaften kleinster dominierender Mengen und Dominanzzahlen von
Damengraphen, Dissertation zur Erlangung des Doktorgrades, Verlag Dr. Hut,
Miinchen, (2009), p. 5.

[26] M. Padberg, G. Rinaldi: Optimization of a 532-city symmetric traveling salesman
problem by branch and cut , Operations Research Letters, Vol. 6, Nr. 1 (Mérz 1987),
pp- 1-7.

[27] T. D. Parsons: Pursuit- Evasion in a Graph, In: Theory and Application of Graphs,
Y. Alavi and D. R. Lick, Springer-Verlag, Lecture Notes in Mathematics, Vol. 642,
(1978), pp. 426-441.

VIII



Das Pfadweite- Problem § Literatur

[28] S. Ramachandramurthi: Algorithms for VLSI Layout Based on Graph Width Metrics,
PhD thesis, Computer Science Department, University of Tennessee, Knoxville,
Tennessee, USA, (1994).

[29] S. Ramachandramurthi: A lower bound for treewidth and its consequences, In E. W.
Mayr, G. Schmidt, and G. Tinhofer, editors, Proceedings of the 20th Interna-
tional Workshop on Graph- Theoretic Concepts in Computer Science, WG'94,
Springer Verlag, Lecture Notes in Computer Science, Vol. 903, (1995), pp. 14-25.

[30] S. Ramachandramurthi: The structure and number of obstructions to treewidth,
SIAM Journal on Discrete Mathematics, Vol. 10, No. 1, (1997), pp. 146-157.

[31] N. Robertson, P. D. Seymour: Graph minors. 1. Algorithmic aspects of tree-width,
Journal of Algorithms, Vol. 7, No. 3, (1986), pp. 309-322.

[32] D.]. Rose: On simple characterization of k-trees, Discrete Mathematics, Vol. 7, No.
3-4, (1974), pp. 317-322.

[33] A. Schrijver: On cutting planes, Annals of Discrete Mathematics, Vol. 9, (1980)
J 8P
pp- 291-296.

[34] P. D. Seymour, R. Thomas: Graph searching, and a min- max- theorem for tree- width,
Journal of Combinatorial Theory, Series B, Vol. 58, No. 1, (1993), pp. 22-33.

[35] L. Sunil Chandran, C. R. Subramanian: Girth and treewidth, Journal of Combina-
torial Theory, Series B, Vol. 93 , No. 1, (2005), pp. 23-32.

IX






Eidesstattliche Erklarung

Ich versichere hiermit, dass ich die vorliegende Arbeit selbstindig und ohne Be-
nutzung anderer als der angegebenen Hilfsmittel angefertigt habe. Alle Stellen, die
wortlich oder sinngemif} aus veroffentlichten und nicht veroffentlichten Schriften
anderer entnommen sind, sind als solche kenntlich gemacht. Die Arbeit ist in glei-
cher oder dhnlicher Form noch nicht als Priifungsarbeit eingereicht worden.

Aachen, den 21. Januar 2012 ..o,
(Tom Rihm)



