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§1 Einleitung

§1 Einleitung

Drahtlosnetzwerke sind fester Bestandteil unserer Umgebung. Bereits im Jahr 1968
plante man an der Universitdt von Hawaii die sich auf verschiedenen Inseln befin-
denen Standorte der Universitdt mit Hilfe von drahtloser Funktechnologie mit dem
Zentralrechner der Universitdt auf der Insel Oahu zu verbinden. Dieses Vorhaben
wurde schliefdlich in Form des ALOHAnet (sieche ABRAMSON [1]) im Jahre 1971 er-
folgreich umgesetzt.

Bis zur kommerziellen Verbreitung dieser Technologie dauerte es jedoch noch ei-
nige Jahre. In den spéten achtziger Jahren kamen jedoch schliefilich erste Funkkar-
ten auf den freien Markt. Zu Anfang waren diese noch sehr teuer, was sich aber
mit den kommenden Jahren dnderte. Die Drahtlostechnologie wurde daraufhin zu-
nehmend fester Bestandteil von gewerblich verkauften Endgerite, insbesondere bei
mobilen Notebooks und spéter auch Smartphones, und verbreitete sich so immer
mehr mit einer grofSen Geschwindigkeit. Bereits im Jahr 2005 wurden beispielsweise
in der Europdischen Union mehr Notebooks als Desktop-Rechner verkauft, meist
mit eingebautem WLAN-Chip. Heute besitzt ein grofier Teil der westlichen Bevol-
kerung mit WLAN und Bluetooth ausgestattete Notebooks und Smartphones und
offentliche und kommerzielle WLAN-Zugangspunkte zur Internet-Anbindung sind
an vielen Orten verfiigbar und ermdglichen den Zugriff auf das weltweite Datennetz.

Da mobile Endgerite in Drahtlosnetzwerken in der Regel ohne feste Energiequelle
auskommen miissen, ist Energie in solchen Netzwerken die entscheidende Ressour-
ce, um Endgerdte moglichst lange in Betrieb zu halten. Diese Ressource muss somit
effizient genutzt werden. Mobile Endgerédte nutzen zudem meist mehrere verschie-
dene Schnittstellen zur Kommunikation (wie etwa WLAN, Bluetooth oder GSM).
Jede verfligbare Schnittstelle verbraucht im aktivierten Zustand Energie und sollte
deshalb nur aktiviert sein, wenn dies tatsdchlich notwendig ist.

Das Optimierungsproblem Kostenminimierung in Multi-Interface Drahtlosnetzwerken
(englisch: cost minimization in wireless and multi-interface networks, kurz: CMI) beschaf-
tigt sich damit, eine Verteilung aktivierter Schnittstellen fiir jedes Endgerét eines ge-
gebenen Netzwerks zu finden, so dass alle erforderlichen Verbindungen bestehen
und der globale Energieverbrauch minimal ist. Diese Masterarbeit untersucht CMI,
nach Wissen des Autors und des Betreuers erstmalig, mit Methoden der ganzzahligen
linearen Optimierung und zeigt die dadurch erzielten Ergebnisse auf.



§1 Einleitung

Ganzzahlige Optimierungsprobleme spielen in der angewandten Mathematik eine
zentrale Rolle. Neben CMI lassen sich viele alltdgliche Probleme, wie Produktions-
oder Routenplanungen, in Form von (ganzzahligen) linearen Optimierungsproble-
men beschreiben. Solange eine nicht ganzzahlige Losung ausreicht, sind diese Pro-
bleme effizient (siehe Kapitel 2.1.2) losbar (siehe ScHRIJVER [32]). Ist jedoch eine
(teilweise) ganzzahlige Losung gefordert, so ist dies im Allgemeinen nicht mehr
der Fall. Bekannte Vertreter solcher ganzzahligen linearen Programme (englisch: integer
linear program, kurz: ILP) sind zum Beispiel das Handelsreisendenproblem, das Ruck-
sackproblem oder das Cliquenproblem (siehe GAREY [14] und Cook [7]). Die ganzzahlige
lineare Optimierung beschiftigt sich damit, auch diese Probleme in der Praxis zu 16-
sen.

Nach der in Kapitel 2 gegebenen Einfithrung in die fiir die Thematik wichtigen
Grundlagen, stellen wir in Kapitel 3 zundchst eine mathematische Beschreibung von
CMI vor und prasentieren bisher fiir CMI bekannte Resultate. Im Anschluss wird
eine Beschreibung von CMI als ganzzahliges lineares Programm vorgestellt und die
formale Aquivalenz der Beschreibungen gezeigt.

In Kapitel 4 untersuchen wir im Folgenden den durch die ILP-Beschreibung von
CMI induzierten Polyeder mit den Methoden der Polyedertheorie, mit dem Ziel, Re-
sultate zur schnelleren Berechnung von CMI-Instanzen in der Praxis zu erzielen. Mit
dem Gedanken an die praxistaugliche Losbarkeit von CMI werden dann in Kapitel 5
Algorithmen vorgestellt und evaluiert, welche mit schneller Rechenzeit Ndaherungs-
16sungen fiir CMI ermitteln.

Die Masterarbeit schliefst mit der Prasentation einer umfassenden Rechenstudie in
Kapitel 6, im Verlauf derer die praktische Berechenbarkeit anhand diverser CMI-
Testinstanzen dargelegt wird. Des Weiteren wird die Giite der durch die Algorith-
men aus Kapitel 5 ermittelten Ndherungslosungen gepriift und dokumentiert. Den
Abschluss bildet eine Zusammenfassung der Ergebnisse und ein Ausblick auf weite-
re mogliche Ansdtze zur Verbesserung der Berechenbarkeit optimaler Losungen fiir
CML
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§2 Notationen und Grundlagen

Dieses Kapitel gibt eine Zusammenfassung der in dieser Arbeit benutzten grundle-
genden Definitionen und Bezeichnungen aus der Komplexitdtstheorie, der Graphen-
theorie und der ganzzahligen linearen Optimierung.

2.1 Komplexitatstheorie

2.1.1 Komplexitidt von Problemen und Algorithmen

Probleme sind Aufgaben oder Fragestellungen, fiir die es eine schematische, struktu-
relle Losung zu finden gilt. In dieser Arbeit beschranken wir uns dabei auf Optimie-
rungsprobleme. Dies sind Probleme, bei denen das Minimum oder Maximum einer
Zielfunktion, abhédngig von den Eingabeparametern, bestimmt werden soll.

Die Komplexitédt eines Problems ist ein Maf§ dafiir, wie schwierig es ist, das Pro-
blem zu 16sen und wird in der Regel anhand der Komplexitdt der Algorithmen
gemessen, welche jenes Problems 16sen. Ein (deterministischer) Algorithmus ist eine
aus endlich vielen Schritten bestehende, eindeutige Handlungsvorschrift zur Erzeu-
gung einer Ausgabe anhand einer Eingabe. Ein Algorithmus [0st ein Problem, wenn
er fiir jede Probleminstanz dieses Problems eine Losung fiir das Problem zurtickgibt.

Die Laufzeit eines Algorithmus wird als Funktion in Abhédngigkeit von der Einga-
beldnge n angegeben. Hierbei wird auflerdem das uniforme Kostenmaf§ der Register-
maschine (Random Access Machine, kurz: RAM, beschrieben von Cookx UND RECKHOW
[9]) zu Grunde gelegt, welches es erlaubt grundlegende Rechenoperationen, wie
etwa die Addition oder Multiplikation von Zahlen, in konstanter Rechenzeit durch-
zufiihren.

(2.1) Definition (Laufzeit eines Algorithmus)
Die worst-case-Laufzeit (im Folgenden auch einfach nur Laufzeit) t4(n),n € IN eines
Algorithmus A ist definiert als die maximale Laufzeit auf Eingaben der Lange n.

Oft reicht es aus statt der exakten Laufzeit eines Algorithmus eine obere Schranke
tiir dessen Laufzeit anzugeben. Wir fithren hierzu die Landau Notation ein.
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(2.2) Definition (Landau-Notation)
Sei f : N — R eine Funktion, dann ist

O(f) ={g:N—->R|Ice R INeNVn > N:|g(n)| <c|f(n)|}

die Klasse aller Funktionen von IN — IR, die mindestens so gut sind wie f. Ist die
Laufzeit eines Algorithmus A in O(f), so schreibt man informell einfach ¢,(n) = O(f)
oder sagt A ist in O(f).

(2.3) Definition (Polynomialzeitalgorithmus)
Die Laufzeit eines Algorithmus A ist polynomiell beschrinkt, falls

JaeN:tya(n) =0(n").
Ein solcher Algorithmus A heifst Polynomialzeitalgorithmus.

Um Probleme danach zu klassifizieren, wie schwierig sie zu l6sen sind, ordnet man
sie Komplexitiitsklassen zu. Dabei ist die Komplexitit eines Algorithmus fiir ein Pro-
blem mafigeblich dafiir, welche Komplexitdt ein Problem hochstens haben kann.
Nichtsdestotrotz sei erwdhnt, dass es auch theoretische, also von Algorithmen los-
geloste, Aussagen gibt, welche die Komplexitit eines Problems nach oben oder nach
unten beschranken.

(2.4) Definition (Komplexititsklassen)
Die folgenden grundlegenden Komplexitdtsklassen, sind fiir diese Arbeit von Be-
deutung:

Klasse Probleme, fiir welche...
P ein Polynomialzeitalgorithmus existiert.
NP eine gegebene Losung in Polynomialzeit verifiziert werden kann.

EXPTIME | ein Losungsalgorithmus mit Laufzeit in O(2°(")) existiert, wobei p

ein Polynom ist.

Tabelle 1: Grundlegende Komplexitdtsklassen

Offenbar gilt P € NP C EXPTIME. Cooxk [8] hat gezeigt, dass P C EXPTIME. Der
Zusammenhang zwischen P und NP ist jedoch ein bekanntes, offenes Problem in
der Informatik (siehe Coox [7]). Im Allgemeinen wird mit der Hypothese P # NP
gearbeitet.
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(2.5) Definition (Polynomielle Reduktion)

Seien Pj, P, zwei Probleme und x eine Eingabe fiir P;. Dann heifst P; polynomiell
reduzierbar auf P,, falls mit polynomieller Laufzeit invertierbar aus x eine Eingabe x*
fiir P, und aus y*, der Losung fiir P, zur Eingabe x*, eine Losung y fiir P; berechnet
werden kann, so dass gilt:

y ist Losung fiir P; zur Eingabe x < y* ist Losung fiir P, zur Eingabe x™.

Man schreibt P; <, P,.

(2.6) Lemma
Seien Py, P, zwei Probleme und P; <, P, so gilt:

(1) bepP = P ePl
2) , e NP = P NP

(2.7) Definition (NP-Vollstindigkeit)
Ein Problem P, heifst NP-schwer, falls sich jedes Problem P; € NP auf P, polynomiell

reduzieren lasst, d.h.
P, Sp P, V P €NP.

Ist zusdtzlich P, € NP, so heifit P, NP-vollstindig. Die Klasse aller NP-vollstindigen
Probleme bezeichnet man mit NPC.

Abbildung 1: Die Komplexitdtsklassen P, NP, NPC, EXPTIME
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2.1.2 Approximationsalgorithmen

Probleme aus P werden allgemein als gut 16sbar angesehen. Fiir Probleme aus NP
gilt dies jedoch nicht. Oft bedient man sich daher Algorithmen, welche in polyno-
mieller Laufzeit eine giiltige, aber meist nicht optimale, Losung fiir solche Probleme
bestimmen. Solch ein Algorithmus heifst Approximationsalgorithmus.

(2.8) Definition (Approximationsverhaltnis)

Sei A ein Approximationsalgorithmus fiir ein Problem, F der von A erzielte Wert
und F* der optimale Wert der Zielfunktion. Eine Funktion f(n),IN — N, ist das
Approximationsverhiiltnis von A, falls gilt:

F

= < f(n) ¥vnelN.

Ein Algorithmus A mit Approximationsverhiltnis f(n) heifSt f(n)-Approximations-
algorithmus und ein Problem, fiir das ein f(n)-Approximationsalgorithmus existiert
heiflt f(n)-approximierbar.

Die Klasse der Probleme, fiir die ein f(n)-Approximationsalgorithmus mit konstan-
tem Approximationsverhdltnis f(n) = a fiir alle n € IN fiir ein «# € R existiert,
bezeichnet man mit APX.

(2.9) Definition (PTAS)

Ist A(e) ein polynomieller Algorithmus, der von einem Parameter € so abhédngt, dass
A(e) ein e-Approximationsalgorithmus fiir jedes € > 0 ist, dann heifst A(e) polynomial
time approximation scheme (kurz: PTAS).

Probleme, fiir welche ein PTAS existiert, lassen sich also beliebig gut approximieren.
Die Klasse dieser Probleme wird ebenso mit PTAS bezeichnet.

Eine PTAS-Reduktion ist eine polynomielle Reduktion eines Problems P; auf ein Pro-
blem P,, welche die PTAS Eigenschaft von P; beibehilt, d.h.

P, €e PTAS = P, € PTAS.

Man schreibt hierfiir P; <prss P». Ein Problem P, heifst APX-schwer, falls sich jedes
Problem P; € APX auf P, PTAS-reduzieren lasst. Ist zusitzlich P, € APX, so heifst
P, APX-vollstindig.

10
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Nach JANSEN UND MARGRAF [21] gilt unter der Voraussetzung P # NP die Inklu-
sionskette
P C PTAS C APX C NP.

NP

APX

PTAS

o

(. J

Abbildung 2: Die Komplexitdtsklassen P, PTAS, APX, NP

2.2 Notationen aus der Graphentheorie

Die hier eingefiihrten Begriffe wurden zum Grofiteil aus VOLKMANN [34] {ibernom-
men.

(2.10) Definition (Graph)
Sei V eine beliebige, endliche Menge und E C { {v,w} |v,w € V, v # w }. Dann ist
G := G(V,E) ein (endlicher, einfacher und ungerichteter) Graph.

Fiir einen gegebenen Graphen G(V, E) bezeichnet V = V(G) ist die Knotenmenge von
G und die Elemente von V heiflen Knoten. Analog ist E = E(G) die Kantenmenge von
G und die Elemente von E heifsen Kanten. Gilt fiir die Kantenmenge eines Graphen
G die Gleichheit E = {{v,w} |v,w € V, v # w}, so heifit G vollstindig. Im Weiteren
seien fiir einen Graphen G aulerdem n = n(G) := |V| und m = m(G) := |E|.

Ist {v,w} € E so heiflen v und w Endpunkte von {v, w}. Sind zwei Knoten v und w
durch eine Kante verbunden, d.h. {v,w} € E, so sind v und w benachbart oder auch
adjazent, ebenso sagt man die Kante {v, w} inzidiert mit den Ecken v und w, oder v
und w sind durch die Kante {v, w} verbunden. Inzidieren zwei verschiedene Kanten
mit einer gemeinsamen Ecke, so sind die Kanten inzident.

11
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Ist V/ C V und E’ C E so, dass Ugowyepr o, w} C V’, so bezeichnet G’ = G'(V', E')
einen Teilgraph von G und man schreibt G’ C G. Ist E' C E, so ist G[E'] = G(V/, E')
mit V' = Upywyep {0, w} der von E’ erzeugte Teilgraph. Ist umgekehrt V' C V und
E' CEmitE' = {{v,w} € E|v,w € V'}, so bezeichnet G[V'] = G(V',E’) den von
V' induzierten Teilgraphen.

Fiir k € N ist ein Weg der Lange k eine Folge von Knoten (v1,vs,...,0%), so dass
{vi,vi;1} € Efirallei =1,...,k— 1. Gilt auerdem v; # v, fir allei,j = 1,...,k,
i # j, so spricht man von einem Pfad. Ist ein Pfad (v1,vy,...,vk), k > 3 geschlossen,
d.h. v1 = v, so nennt man (v1,vs,...,vx) einen Kreis der Lange k. Ein zusammen-
héngender Graph ohne Kreise heifst Baum.

(2.11) Definition (Zusammenhang)

Ein Graph G heifst zusammenhingend, wenn zwischen zwei beliebigen Knoten
v;,vj € V mindestens ein Weg existiert. Eine maximal zusammenhéngende Teilmen-
ge V' C V heist Zusammenhangskomponente von G, d.h. G[V'] ist zusammenhéngend,
jedoch ist G[V' U {w}] nicht zusammenhéngend fiir ein beliebiges w € V\V'.

(2.12) Definition (Grad)
Sei G ein Graph und v € V. Dann bezeichnet
d(v) =d(v,G) :=|{{v,w} € E|lwe V}

die Anzahl der mit v inzidierenden Kanten, auch genannt Grad von v. Der maximale
Grad eines Graphen A(G) ist der maximale Grad eines Knotens in G.

Die Nachbarschaft N(v) = N(v, G) eines Knoten v € V ist definiert als
N(v) :=={w € V|{v,w} € E}.

Weiter ist N[v] = N[v, G| :== N(v) U {v} die abgeschlossene Nachbarschaft von v.

2.3 Ganzzahlige Programmierung

2.3.1 Polyedertheorie

(2.13) Definition (Polyeder)
Eine Teilmenge P C IR" beschrieben durch eine endliche Menge linearer Unglei-
chungen, d.h.

P={xeR'|Ax<b}, AceR"™",beR"

12
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heifit Polyeder. Im Folgenden bezeichnen A; fiir i € 1,...,m die Zeilen, aj fur
j € 1,...,n die Spalten und aj; tiri € 1,...,m,j € 1,...,n die einzelnen Eintra-
ge der (Koeffizienten-)Matrix A. A, I C {1,...,m} ist die Matrix, welche nur aus
den Zeilen A;, i € I, besteht.

Ein beschrankter Polyeder heifst auch Polytop. Auf Grund der Konstruktion ist ein
Polyeder P stets konvex, d.h.

VxyeP: {Ax+(1-A)y|Are(0,1)} CP.

Ein Punkt des Polyeders x € P heifst Extremalpunkt von P, falls x nicht als endliche
Konvexkombination anderer Punkte in P, d.h. als

k k
x:ZAixi, Ai€R+,Z)Ll':inEP\{x},iE{l,...,k}
i=1 i=1

dargestellt werden kann. Im geometrischen Sinne entsprechen die Extremalpunkte
eines Polyeders gerade den Ecken der Polyederdarstellung.

(2.14) Definition (Formulierung)
Ein Polyeder P C R" ist eine Formulierung fiir eine Menge X C Z", wenn

X=rn2z".

Sind Py, P, zwei Formulierungen fiir eine Menge X, so heifst P; besser als P, genau
dann wenn P; C P;.

(2.15) Definition (Konvexe Hiille)
Sei X C R", dann ist die konvexe Hiille von X, conv(X), definiert als

k k
conv(X) = {xElR” x=Y Aix;, Z)\izl, MeER,x;eX,ie {1,...,k}}.

i=1 i=1

conv(X) ist die kleinste konvexe Menge, welche X enthilt. Ist die Menge X endlich,
so ist conv(X) ein Polyeder (siche WEYL [35]) und damit die beste oder auch ideale
Formulierung fiir eine Menge X.

(2.16) Definition (Affine Unabhingigkeit)
Eine endliche Anzahl von Vektoren xi,...,x; € R" heif$t affin unabhingig, wenn fiir
A, .., A €R gﬂt:

k
Z)Lixl-:0und ZAi:O = Ai:OViE{l,...,k}.

k
i=1 i=1

13
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Das folgende Lemma stellt den Zusammenhang zwischen affiner Unabhingigkeit
und der aus der linearen Algebra bekannten linearen Unabhéngigkeit (siehe Beu-
TELSPACHER [4]) her.

(2.17) Lemma
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) x1,...,x¢ € R" sind affin unabhéngig,

ii) xp - x1,...,X; - x1 € R" sind linear unabhingig.
k 818

Beweis:

(i) = (ii): Angenommen x; - xq,...,X; - x; sind linear abhingig
obwohl xj,...,x; affin unabhdngig sind. Dann gibt es
(Ag,..., ) # (0,...,0) mit Y¥, Ai(x; —x;) = 0. Setze
A1 = — Y%, A;, dann gilt:
k k k k
Y o Aixi =Y Ai(xi—x+x1) = ) Ai(xi—x1) + Y A+ Aqxy =0,
i=1 i=1 i=2 i=2

was die affine Abhangigkeit von x1, ..., x; bedeuten wiirde, im Wi-
derspruch zur Voraussetzung.
(ii) = (i): Angenommen x; - Xx1,...,X - x; sind linear unabhén-
gig und xq,...,x; sind nicht affin unabhidngig, d.h. es gibt
(A1,..., Ak) # (0,...,0) mit Y5 A; = 0 und Y5 ; Ajx; = 0. Dann
gilt
k k k
Y o Ailxi—x1) =) Ailxi—x) = ( - Z?\i>x1 =0,
i=2 i=1 i=1
was im Widerspruch steht zur linearen Abhéngigkeit der Vektoren
X2 —X1,.+., X — X1. [

Die Dimension dim(P) eines Polyeders P C RR” ist die maximale Anzahl an affin
unabhéngigen Vektoren in P minus 1. Wir legen fest, dass dim(®) = —1 ist. Ist
dim(P) = n so heit P volldimensional. Sind P, P, Polyeder mit P; C P,, dann gilt
dim(P;) < dim(P,).

Eine weitere Moglichkeit der Bestimmung von dim(P) liefert der folgende Satz aus
BacHEM UND GROTSCHEL [3]:
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(2.18) Satz
SeiP={xecR"|Ax <b, x >0} # @ ein Polyeder. Dann gilt

dim(P) =n — Rang(Aeq(p)),

wobei
eq(P):={ie{l,..., m}|Ax=0b; Vx € P}

die Gleichheitsmenge von P ist.

(2.19) Definition (Giiltige Ungleichungen und Dominanz)
Eine Ungleichung rtx < o, m € R", g € R ist eine giiltige Ungleichung fiir X C R",
wenn

nx <m VixeX.

Seien tx < 1y und ux < po zwei giiltige Ungleichungen fiir X, so dominiert Un-

gleichung mx < 7y die Ungleichung ux < up, falls ein A > 0 existiert, so dass
Ap < 71, g < Ay und (71, 710) # (AM, Apg).

(2.20) Definition (Seitenflichen und Facetten)
Sei P C R" ein Polyeder und 7tx < 719 eine giiltige Ungleichung fiir P. Dann heif3t
die Menge

S={xeP|nmx=mp}
Seitenfliche von P. Ist S # @ und S # P, so ist S eine nicht-triviale oder auch echte
Seitenflache von P. Wenn S # @, dann fordert oder definiert tx < 7ty die Seitenflache
S. Jede Seitenfldache S von P ist wiederum ein Polyeder, da man S schreiben kann als

S={xeR|Ax <, mx < 1y, 7TX > 700 }.

Die Seitenfldache S; von P, induziert durch I C {1,...,m} ist definiert als
Sp:= XEP’ ZA,‘ x:Zbi .
trep|(Ba)x=oej

Ist S eine echte Seitenfliche von P, so heifst S Facette von P, falls S in keiner echten
Seitenflache von P strikt enthalten ist.

Eine weitere Charakterisierung von Facetten bietet der folgende Satz aus SCHRIJVER
[32]:

(2.21) Satz
Ist P ein Polyeder und S eine Seitenfliche von P, dann ist S genau dann eine Facette
von P, falls gilt:

dim(S) =dim(P) — 1.
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2.3.2 Lineare Optimierung

Ein lineares Optimierungsproblem (oder auch lineares Programm, kurz: LP) ist ein Op-
timierungsproblem mit linearer Zielfunktion und linearen Nebenbedingungen. Im Fol-
genden beschridnken wir uns auf Minimierungsprobleme, da sich jedes Maximie-
rungsproblem durch Multiplikation der Zielfunktion mit —1 in ein Minimierungs-
problem {tiberfiihren ldsst. Genauso besitzt jede Nebenbedingung die Form mtx <
mit 77, 779 € R oder lédsst sich durch Multiplikation mit —1 in diese tiberfithren. Wei-
terhin ldsst sich jede Variable x € R durch zwei Variablen x;,x_ € R ersetzen.
Eine lineares Optimierungsproblem hat damit die allgemeine Form

min  c¢Tx
s.d. Ax <b
x >0

wobei A € R™*", b € R™, c € R", x € R". Ein Vektor x € R" ist eine zuliissige Losung
fiir ein LP, falls x alle Nebenbedingungen des LP erfiillt. Die Menge der zulédssigen
Losungen ist

Pip:={xeR"|Ax <b,x>0}.

Offenbar ist P;p ein Polyeder. Eine zuldssige Losung x* mit cIx* < cTxVx € Prp
heifdt optimale Losung fiir ein LP. Ist Prp = @, dann heifst das LP unzulissig und zu-
lissig wenn Ppp # @. Gibt es fiir jedes x € Prp ein ¥ € Ppp, so dass ¢’ x < c’x, dann
heifst das LP unbeschrinkt, sonst beschrinkt.

Ist ein LP beschrankt und zuléssig, so ist jede optimale Losung x* stets ein Ex-
tremalpunkt des Polyeders Ppp, wie durch DanTziG [12] gezeigt wurde. Die Losung
eines linearen Programms lédsst sich in polynomieller Zeit ermitteln. Der erste Algo-
rithmus, welcher dies sicherstellte, war das 1979 vom russischen Mathematiker Leo-
nid Khachiyan weiterentwickelte Ellipsoid-Verfahren (siehe Kunachivan [23]). Die
am héufigsten verwendete Methode zur Losung von LPs geht jedoch auf das 1947
von DANTZIG [12] entwickelte Simplex-Verfahren zurtick. Das Simplex-Verfahren hat
zwar in der Theorie eine exponentielle Laufzeit, weist jedoch in der Praxis meist ei-
ne bessere Laufzeit auf als andere Verfahren. Geometrisch ist das Simplex-Verfahren
als eine Abfolge sich beziiglich der Zielfunktion sukzessiv verbessernder Extremal-
punkte eines Polyeder anzusehen.
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4 Nebenbedingungen
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Abbildung 3: Darstellung eines LP im RR?

2.3.3 Ganzzahlige lineare Programmierung

Ein ganzzahliges lineares Optimierungsproblem (oder auch ganzzahliges lineares Programm,
englisch: integer linear programm, kurz: ILP) hat grundsétzlich die gleiche Form wie

ein LP, nur dass eine zusétzliche, nicht-lineare Nebenbedingung die Ganzzahligkeit

aller Variablen fordert. Es ergibt sich als Standardform fiir ILPs:

min cTx

s.d. Ax <b
X & Z+.

Das LP, welches man durch Weglassen der Ganzzahligkeitsbedingung eines ILP er-
hélt, wird als LP-Relaxierung des ILP (kurz: RP) bezeichnet. Ist x* eine ganzzahlige
optimale Losung fiir die Relaxierung eines ILP, so ist x* auch eine optimale Losung
tiir das ILP. Im Folgenden bezeichnet

Prp:={xeR"|Ax<b, x>0}
die Menge der zulédssigen Punkte der Relaxierung eines ILP,
Lipp:=PrpNZ"
die Losungsmenge eines ILP und
Prpp := conv(LyLp)

die konvexe Hiille der zuldssigen ganzzahligen Losungen oder auch ganzzahlige Hiil-
le des ILP. Pgrp ist somit eine Formulierung fiir L p, die wir auch als die natiirliche
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Formulierung bezeichnen, und Pj p ist die ideale Formulierung fiir Ly p.

Ist Prp bereits ganzzahlig, d.h. jeder Extremalpunkt von Prp ist ganzzahlig, so lasst
sich ein ILP mit den Methoden fiir allgemeine lineare Programme in polynomieller
Zeit 16sen, da die optimale Losung der Relaxierung ein Extremalpunkt von Pgp ist,
welcher in diesem Fall die Ganzzahligkeitbedingung des ILP erfiillt. Wichtig ist in
diesem Zusammenhang ein Begriff aus der linearen Algebra:

(2.22) Definition (Totale Unimodularitat)
Sei A € Z™*" eine Matrix. Dann heifdt A total unimodular, falls fiir jede quadratische
Untermatrix B von A gilt:

det(B) € {—1,0,1}.

Eine weitere Charakterisierung der totalen Unimodularitét liefert der folgende Satz.

(2.23) Satz (Ghouila-Houri [16])

Sei A € Z"*" eine Matrix. Dann ist A genau dann total unimodular, wenn es fiir
jede Auswahl an Spalten | C {1,...,n} eine Partition | = [y U, 1 N ], = @ gibt,
so dass fiir die Differenz der Summen der Spaltenvektoren aus J; und J; gilt:

Z Ll]' — Z a]' € {—1,0,1}m.

j€h j€h
Weiter gilt:

(2.24) Satz (Hoffman und Kruskal [20])
Sei A € Z™*" eine Matrix. Dann ist A genau dann total unimodular, wenn der
Polyeder

P={xeR"|Ax<b, x>0}

ganzzahlig ist, d.h. nur ganzzahlige Extremalpunkte besitzt.

Dies ist jedoch in der Regel nicht der Fall und das Losen eines ILP ist im All-
gemeinen nicht einfach. Wie ScHRIJVER [32] zeigt, ist das Problem aus komplexi-
tatstheoretischer Sicht NP-vollstandig. Zur Losung eines ILPs eignet sich allgemein
unter Anderem das von LAND UND Doic [29] sowie von DAKIN [10] entwickelte
Branch&Bound-Verfahren.

Beim Branch&Bound-Verfahren wird zu einem gegebenen ILP zunédchst die LP-
Relaxierung gelost. Ist diese bereits ganzzahlig, so ist die Losung x* auch fiir das
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ILP zuldssig und dieses ist gelost. Anderenfalls wird das Problem durch Hinzufii-
gen von Nebenbedingungen in endlich viele disjunkte Subprobleme unterteilt, wo-
bei die zusétzlichen Nebenbedingungen sowohl die Subprobleme unterscheiden als
auch den fraktionalen Extremalpunkt abschneiden. Im klassischen Branch&Bound-
Verfahren reicht eine Fallunterscheidung nach einer in der erhaltenen Losung nicht
ganzzahligen Variable x; aus. Es werden zwei Teilprobleme konstruiert, die jeweils
eine zusidtzliche Nebenbedingung enthalten:

xi < |xf| bzw. x;> [x7]+1.

Fiir die Subprobleme wird iterativ wie fiir das Ausgangsproblem verfahren. Die-
se fortlaufenden Verzweigungen lassen sich als Baum darstellen, dem sogenannten
Branch&Bound-Baum. Ist die Losung eines Teilproblems ganzzahlig, so stellt deren
Losungswert eine globale obere Schranke (kurz: GOS) fiir das Ausgangsproblem dar.
Andererseits ist jeder Losungswert einer nicht ganzzahligen Losung eines Teilpro-
blems eine lokale untere Schranke. Ist diese fiir ein Teilproblem bereits grofier oder
gleich der bisher kleinsten gefundenen GOS, so muss fiir dieses Teilproblem nicht
weiter verfahren werden. Ebenso werden unzuldssige Teilprobleme nicht weiter be-
trachtet.

Ist schliefSlich kein Teilproblem mehr zu betrachten, so stellt die kleinste gefundene
GOS die optimale Losung des Anfangsproblems dar.

Wenn man das Hinzufiigen zusédtzlicher Nebenbedingungen im Branch&Bound-
Verfahren als sukzessives Starken der Formulierung hin zur konvexen Hiille (der
Teilprobleme) betrachtet, fithrt dies zum Branch&Cut-Verfahren, einer Verfeinerung
des Branch&Bound-Verfahrens.

Im Branch&Bound-Verfahren ist die Geschwindigkeit dieser Stairkung zunédchst nicht
klar und kann in schlechten Féllen in nur sehr kleinen Schritten voranschreiten. Im
Branch&Cut-Verfahren wird daher versucht, schon mit einer moglichst guten For-
mulierung zu starten. Hierbei sucht man zusétzliche Nebenbedingungen, die mog-
lichst viele zuldssigen nicht-ganzzahligen Punkte abschneiden, jedoch alle zulassi-
gen ganzzahligen Punkte beibehalten. Solche giiltigen Ungleichen werden auch als
Schnittebenen oder Schnitte (englisch: cut) bezeichnet. Es existieren Verfahren mit de-
nen sich gegebene Formulierungen sukzessiv verbessern lassen.

2.3.4 Chvatal-Gomory Schnitte
Eine wichtige Methoden zur Erzeugung von Schnittebenen ist die Chvdtal-Gomory

Prozedur (siehe GOMORY [18]), deren Entwicklung entscheidend zu der Leistungsfa-
higkeit heutiger Software zur Losung von ILPs beigetragen hat. Die Methode nutzt
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die Ganzzahligkeitsbedingung der Variablen aus und besteht aus drei Schritten. Sei
hierzu ein ILP gegeben und sei P = {x € R" | Ax < b, x > 0} eine Formulierung
fir L ILP-

(2.25) Chvatal-Gomory Prozedur:

(1) Ist u € RY, ein Gewichtsvektor, dann ist die Ungleichung
n
ulAx = Y ((uTa]-) xj> < u'b
j=1
giltig fiir P, da u > 0 und Ax <b.
(2) Die Ungleichung
n
Z QuTajJ xj) < ulh
ist giiltig fiir P, da x > 0.
(38) Die Ungleichung

£ ([ 5) < 17

n

ist gultlg fiir P p,da x € .

Die Ungleichung aus (3) ist ein sogenannter Chuvital-Gomory Schnitt. Definiere nun
eine Folge von Formulierungen mittels:

PO .= pp
pik) Qo{xepm:zl (|¢"a)| %) < [w76]}, k>0

Dann ist P%) der k-te Chudtal-Gomory Abschluss von Prp. Die im k-ten Chvétal-
Gomory Abschluss erzeugten Chvatal-Gomory Schnitte heiflen Chvatal-Gomory

Schnitte k-ter Ordnung. Fiir jedes k € Ny ist P*) wieder ein Polyeder (siche ScHR1j-
VER [32]). Tatsdchlich gilt:
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(2.26) Satz (Chvatal [6] und Schrijver [31])

Sei P ein Polyeder. Dann kann jede giiltige Ungleichung fiir X = P N Z" durch
endlich viele Wiederholungen der Chvatal-Gomory Prozedur erzeugt werden. Das
heifdt, es existiert ein k € INy mit

Pyp=P0 cpk- c . c p) C pl0) = pgp.
Das kleinste k € Ny mit P;;p = PK) heiflt auch Chodtal-Rang von P.

Die zu betrachtende Menge von Chvatal-Gomory Schnitten ldsst sich weiter ein-
grenzen. Es ist hinreichend nur solche Chvatal-Gomory-Schnitte zu betrachten, die
nicht durch andere Chvatal-Gomory-Schnitte dominiert werden. Kurscuka [28] be-
weist hierzu folgedes Lemma.

(2.27) Lemma

Zu jedem Chvatal-Gomory Schnitt mit Gewichtvektor u € R/ existiert ein Chvatal-
Gomory Schnitt mit Gewichtsvektor u’ € [0,1)™, welcher gleich ersterem ist oder
diesen dominiert.

Beweis:

Setze u’' := u — [u]. Dann gilt folgende Abschétzung:
wrAlx = (= [u]+ [u]))TAJx = [(u— [u)TAlx+ | [u]"A|x
= [uTA|x+ |u]TAx < |u'Tb] + [u]Tb
= L= u))"b) + | [u)"b] < [u"D)

fiir alle x € X. Also wird die Ungleichung |uTA| < |uTb] durch die Ungleichung

|u'TA] < [4/'Th| dominiert oder beide Ungleichungen sind gleich. Es geniigt also
Chvétal-Gomory Schnitte mit Gewichtsvektor u’ € [0,1)™ zu betrachten. O

Einen Chvétal-Gomory Schnitt mit u € {0, }" nennt man auch {0, 1}-Schnitt. Fiir
den Fall beschrinkter Variablen in einem ILP, d.h. zusatzlich zu x > 0 existiert
ein ub € Z" mit x < ub, haben GENTILE ET AL. [15] gezeigt, dass man ebenso je-
de giiltige Ungleichung fiir X = P N Z" durch endlich viele Wiederholungen der
Chvétal-Gomory Prozedur erzeugen kann, wenn fiir jeden Abschluss lediglich Ge-
wichtsvektoren u € {0, 3 }" verwendet werden.

Der Vollstandigkeit halber sei erwdhnt, dass sich obige Ausfithrungen auch auf den

gemischt-ganzzahligen Fall verallgemeinern lassen. Im Kontext dieser Arbeit reicht
es jedoch aus den rein ganzzahligen Fall zu betrachten.
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§3 Kostenminimierung in Multi-Interface
Drahtlosnetzwerken

In der modernen Welt sind Telekommunikationsnetzwerke allgegenwertig. Viele
der teilnehmenden Endgerite besitzen viele verschiedene Schnittstellen (wie etwa
W-LAN oder Bluetooth) tiber die eine Kommunikation untereinander moglich ist.
Um eine Verbindung zwischen zwei Endgerédten herzustellen, ist es notwendig, dass
eine Schnittstelle existiert, welche an beiden Endgeréten aktiviert ist. Welche Schnitt-
stelle zur Verbindung zwischen zwei Endgerédten in der Praxis genutzt wird, hangt
von vielen Faktoren ab, wie zum Beispiel Verfiigbarkeit, Reichweite oder auch Ener-
gieverbrauch durch die Nutzung einer Schnittstelle. Da mobile Endgeréte tiber keine
feste Energiequelle verfiigen, muss auf letzteren Punkt ein besonderes Augenmerk
gelegt werden. Ein moglichst geringer Energieverbrauch ist somit essentiell, um ein
Netzwerk moglichst lange aufrecht zu erhalten. Dies fiihrt auf nattirliche Weise zu
einem Optimierungsproblem:

Abbildung 4: CMI in der Praxis (iibernommen aus D’ANGELO ET AL. [11])

Gegeben sei ein Netzwerk von mobilen Endgerdten mit k € IN im Netzwerk verfiig-
baren Schnittstellen und einer Menge an geforderten Verbindungen zwischen den
Endgeréten (vgl. Abbildung 3). Wir reduzieren den Kontext zum Begriff der Mobi-
litat somit auf das Problem der Minimierung des Energieverbrauchs, eine Verdnde-
rung der geforderten Kommunikationsverbindungen im Laufe der Zeit betrachten
wir nicht.
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Die Optimierungsfrage lautet:

An welchen Endgeriiten innerhalb des Netzwerks miissen welche Schnittstellen aktiviert
werden, um alle geforderten Verbindungen herzustellen und gleichzeitig den gesamten Ener-
gieverbrauch innerhalb des Netzwerks zu minimieren?

Dieses Problem ist bekannt als Kostenminimierung in Multi-Interface Drahtlosnetzwer-
ken (englisch: Cost Minization in Multi-Interface Wireless Networks, kurz: CMI, siehe
KosTER UND MuURNoOZz [26]).

3.1 Mathematische Beschreibung von CMI

Gegeben sei ein Graph G = (V,E), wobei V = {1,...,n} die mobilen Endgerite
reprasentiert und die Kanten in E die erforderlichen Verbindungen innerhalb des
Netzwerks. Weiter ist mit [ = {1,...,k}, k € IN die Menge der im Netzwerk ver-
fligbaren Schnittstellen gegeben. Jedem v € V weist die Funktion W : V — 21,
v — I, C I die Menge der in v verfiigbaren Schnittstellen zu und gesucht ist
eine Funktion Wy : V — 2/ v — A, C I, die die Menge der in v aktivierten
Schnittstellen beschreibt. Eine Verbindung zwischen zwei Endgerédten v,w € V ist
somit genau dann realisiert, wenn A, N A, # @. Schliefllich weist eine Funktion
c: 1 — IN, i c(i) jeder Schnittstelle i € I ihre im aktivierten Zustand benotigten
Energiekosten ¢(i) > 0 zu. Zusammengefasst ergibt sich folgende Beschreibung von
CMI:

Eingabe: G=(V,E),ke NNW:V = 2Low I, CILc:1—N,i c(i).
Giiltige Losung: W, : V — 2 v — A, C I, so, dass

AyNAy #0V{v,w} €E.

Ziel: Finden einer giiltigen Losung W7, welche unter allen giiltigen
Losungen die Gesamtkosten im Netzwerk

c(Wa) =Y Y c(i)

veVieAy,

minimiert.

Abbildung 5: Mathematische Beschreibung von CMI
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Offenbar hat CMI genau dann eine Losung, wenn I, N I, # @ fiir alle {v,w} € E. Ob
dies der Fall ist, lasst sich mit Laufzeit in O(|E|) uiberpriifen, indem man alle Kan-
ten des Eingabegraphen auf diese Bedingung hin tiberpriift. Ohne Beschrankung
der Allgemeinheit wird demnach die Existenz einer Losung im Folgenden voraus-
gesetzt.

3.2 Bekannte Resultate fiir CMI

Es ist klar, dass man die optimale Losung fiir CMI im Falle k = 1 erhilt, indem
man die einzige vorhandene Schnittstelle in allen Knoten v,w € V mit {v,w} € E
aktiviert. Dies lasst sich mit Laufzeit in O(|E|) bewerkstelligen. KLASING ET AL. [24]
beweisen dariiber hinaus, dass CMI fiir k = 2 in O(|V|?) losbar ist. Somit ist CMI
tir k < 2 in Polynomialzeit 16sbar. Jedoch ist CMI APX-hart fiir k > 3, wie die
Autoren auflerdem zeigen. Weiterhin wird ein (k — 1)-Approximationsalgorithmus
vorgestellt und gezeigt, dass CMLI, falls A(G) bekannt ist, A(G)-approximierbar und
APX-hart fiir A(G) > 5 ist.

D’ANGELO ET AL. [11] zeigen, dass CMI NP-hart ist fiir A(G) > 5 und k > 16.
Dariiberhinaus ist CMI in O((1 + b)InA) approximierbar, falls es fiir den Graphen
G(V,E) eine in polynomieller Zeit berechenbare b-beschriinkte Zugehorigkeitsfunktion
gibt. Eine b-beschrinkte Zugehorigkeitsfunktion ist eine Funktion Own : E — V,
{v,w} — u € {v,w}, so dass

{{v,w} €e E|Own({v,w}) =u} <b VYuelV.

Die Autoren zeigen des Weiteren, dass CMI nicht besser als um einen Faktor #lnA,
tiir eine bestimmte Konstante #, approximierbar ist. Die Autoren geben aufierdem
einfache Approximationsalgorithmen mit Approximationsverhéltnis 1 + (k — 1)%
bzw. A(G) 22> an. Hierbei ist
Cmax = maxc(i)
i€l
und respektive
Conin = n1€in c(i).
1

SchlieSlich préasentieren sowohl KLASING ET AL. [24] als auch D’ANGELO ET AL. [11]
weitere Resultate fiir bestimmte Klassen von Graphen. Ist etwa der Eingabegraph
ein Baum, so ist CMI in O(n) lésbar, unabhingig von der Anzahl der Schnittstellen
k € N. Ebenso ist CMI in O(n?) 16sbar, falls der Eingabegraph vollstindig ist.
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In Kapitel 6 werden einige dieser Approximationsalgorithmen noch detaillierter be-
schrieben und die Giite der von ihnen gelieferten Resultate werden innerhalb einer
Rechenstudie gepriift.

3.3 Ganzzahliges lineares Modell

In diesem Kapitel wird eine Modellierung von CMI als ganzzahliges lineares Pro-
gramm vorgestellt.

Zur Modellierung als ILP definieren wir bindre Variablen x,; € {0,1} furv € V,
i € Iy und zgy 4y ; € {0,1} fiir {o,w} € E, i € I, N I, mit den Entsprechungen

v A 1 ie A,
ot 0 sonst,

[|>

Z{v,w},i

1 ie A,NAy,
0 sonst.

Ist z(, ), = 1, so sagen wir im Folgenden auch, dass die Knoten v und w tiber
die Schnittstelle i kommunizieren. Die Minimierung der Gesamtkosten im Netzwerk
entspricht damit der Minimierung des Audrucks

c(Wy) := Z Z CiXy i

veViel,

Nun ist es notwendig, die Anforderungen an die Losungen von CMI in Form von
Nebenbedingungen zu modellieren. Folgende Nebenbedingungen stellen sicher, dass
es fiir jede Kante mindestens eine Schnittstelle gibt, tiber die die Endknoten kom-
munizieren kénnen.

Y Zipati > 1 V{v,w} € E. (1)

i€l,Nly

Um sicher zu stellen, dass zwei Knoten nur tiber eine Schnittstelle kommunizieren,
wenn diese in beiden Knoten aktiviert ist formulieren wir die Nebenbedingungen

z < Xy
towpi = ol V{v,w} € E,i € I, N Ly 2)

Z{vw},i < Xw,i

Ebenso scheint es zundchst sinnvoll, Nebenbedingungen hinzuzufiigen, welche si-
cherstellen, dass eine Kommunikation tiber eine Schnittstelle, die an beiden Endkno-
ten aktiviert ist, stattfindet:

xU,i + xw,i S Z{U,w},i + ]-
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Diese Nebenbedingungen hitten jedoch lediglich Auswirkungen auf die Variablen
Z{ow}),i Mit {v,w} € E, i € I, N I, welche fiir die Zielfunktion und im tibertragenen
Sinne fiir CMI keine Bedeutung haben. Da die fiir CMI notwendige Konnektivitét
bereits durch die Nebenbedingungen (1) und (2) gesichert wird, kann auf diese Ne-
benbedingungen also zur Vereinfachung der ILP-Beschreibung verzichtet werden.
Beachte: Die zu Anfang des Unterkapitels dargestellte Entsprechung der Variablen
Z{owy,i mit {o,w} € E, i € I, N I, ist somit nicht mehr giiltig, da fiir i € Ay N Ay
nicht zwangsweise gilt z(,, ,,, ; = 1. Ist jedoch eine Verbindung zwischen zwei Kno-
ten realisiert, so existiert mindestens ein i € I, N I, mit zg, 1 ; = 1.

Insgesamt ergibt sich damit als ganzzahliges lineares Programm:

(CMIILP) min Y Y cixy;
veViel,
sd. — Z Z{ow},i < -1 V{U, ZU} € E
icl,Nly
Zowhi ~ Xoi S0 v{v,w} €E i€ LNk
Z{v,w},i - xw’i S 0
Xo,i €{0,1} VveV,iel
Z{vw},i €{0,1} V{v,wy€E iclhnl

Abbildung 6: CMI als ILP in Standardform

Die Ungleichungen aus der ILP-Beschreibung bezeichnen wir im Folgenden auch
als Modellungleichungen.

3.3.1 Formale Aquivalenz der Beschreibungen

Im PFolgenden zeigen wir die formale Aquivalenz zwischen CMI und (CMI ILP):

(3.1) Satz
Jede Losung von CMI induziert eine Losung fiir (CMI ILP) mit gleichem
Losungswert und umgekehrt.
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Beweis:

",
y=

",
P

Sei Wy : V=2 v — A, C I, eine zuldssige Losung fiir CMI. Dann gilt
per Definition A, N Ay # @ fir alle {v,w} € E. Wéhle nun (x, z) so, dass

1 ,ieA,,
Xo,i -
0 ,sonst,

1 i€ AN A,
Howhi T g ,sonst.

Offenbar erfiillt (x,z) die genannte Bedingung und alle Nebenbedingungen
von (CMI ILP), ist also eine zulédssige Losung. Des Weiteren ist

c(Wa)=3, Y cli)=) ) cixui-

veEVieA, veViel,
Also besitzen W4 und (x,z) den gleichen Losungswert.

Sei nun (x,z) eine zuldssige Losung fiir (CMI ILP). Dann existiert fiir jede
Kante {v,w} € E eini € [ mit

Z{U,w},i = 1, Xp,i = 1, Xy, = 1. (3)
Definiere nun W, : V — 2!, v — A, mit
Ay ={i|x,i=1} VoeV.

Da x;;, v € V nur definiert ist falls i € I, gilt A, C I, Vv € V. Wegen (3)
gilt zudem A, N A, # @ fiir alle {v,w} € E. Es folgt direkt, dass W, eine
zuldssige Losung fiir CMI ist. Des Weiteren ist

Z Z CiXy; = Z Z c(i) = c(Wy).

veViel, veVicAy,

Also haben (x,z) und W4 den gleichen Losungswert. O

Es ergibt sich also unmittelbar aus jeder Losung fiir (CMI ILP) auch eine Losung fiir
CMI mit gleichem Losungswert. Insbesondere ist eine optimale Losung fiir
(CMI ILP) auch eine optimale Losung fiir CMI. Wegen der Aquivalenz beider Pro-
bleme bezeichnen wir im Folgenden (CMI ILP) einfach nur noch als CML
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3.3.2 CMI mit zwei verfiigbaren Interfaces

Wie bereits in Kapitel 3.2 erwidhnt, ist bekannt, dass CMI fiir k = 2 in Polynomialzeit
gelost werden kann. Dies ldsst sich anhand der ILP-Beschreibung verifizieren:

(3.2) Satz
Die Koeffizientenmatrix A einer CMI Instanz mit [ = {I;, I, } ist total unimodular.

Beweis:

Fiir den Beweis nutzen wir Satz 2.23. Sei also | C {1,...,n} eine Auswahl an Spal-
tenindizes von A. Wir partitionieren | = J; U 5, indem wir J; die zu den Variablen
Xo,1; bZW. Z1y 1 1 gehorigen Spaltenindizes aus | zuweisen.

Nun gilt:

e Fiir die zu den Nebenbedingungen Z Z{vw},i = 1 gehorigen Zeilen i ist
icl,NIy

—1 N Ly = {Il}/
Y dij= ) 4 = 1 LNl ={kL},

jen J€J2 0 NIy, = {11,12}-

e Fiir die zu den Nebenbedingungen z(,, 1 ; < Xy, Z{p 01, < Xw,i gehorigen
Zeilen i ist

Zai,j— Zai,]- = 0.

j€h j€J2

e Fir die zu den Nebenbedingungen x,,; <1, z(, i < 1 gehorigen Zeilen i ist

1 i=1,
Zai,f—zﬂi,jZ{_l o

ieh i€l =D

Es gilt also
Y ai— ) aj€{-1,01}"
j€N j€D
und A ist total unimodular. ]

Als direkte Folgerung ist die natiirliche Formulierung einer CMI Instanz mit k = 2

bereits ganzzahlig und kann somit in Polynomialzeit mit Methoden fiir allgemeine
LPs gelost werden.
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§4 Polyhedrale Studie des CMI-Polyeders

Vor dem Hintergrund der Beschreibung von CMI als ILP betrachten wir in diesem
Kapitel die ganzzahlige Hiille

Pewp := conv( Prepr NZN)

von CMI, wobei

Premr := { (x,2) € [OLUN] Y 2wy > 1V{v,w} €E;
i€lNk,

Z{v,w},i < Xv,is Z{v,w},i < Xuw,i V{U, ZU} < E,l & Iz; M Iw },

die natiirliche Formulierung ist und

N:=)Y |L| + Y, LN

veV {v,w}€E

der Anzahl der Variablen im ILP entspricht.

Wie spidter in Kapitel 6 aufgezeigt wird, ist ein standardisiertes Branch&Bound-
Verfahren nicht bei allen CMI-Instanzen ausreichend, um in angemessener Zeit die
optimale Losung zu erhalten. Wir betrachten somit den Polyeder Pcp; mit dem Ziel
giiltige Ungleichungen oder sogar Facetten zu beschrieben.

4.1 Dimension des Polyeders

Ein wichtiger Schritt bei der Untersuchung eines Polyeders ist die Bestimmung der
Dimension. Zur Angabe und des Beweises der Dimension von Pcyr bendtigen wir
folgendes Lemma.

(4.1) Lemma
SeiP={xe€R"|Ax <b,x >0} # @ ein Polyeder und S C eq(P). Dann gilt:

dim(P) < n — Rang(As).
Beweis:

Sei S C eq(P). Dann ist Rang(A,,(p)) > Rang(As) und mit Satz 2.18 gilt:
dim(P) = n — Rang(A.p)) < n — Rang(As).
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Seien nun
i =q{v,w} € E|LNIL, = {i} Viel,
k
El :=UE}:{{v,w}ez—:||1m1w|:1},
i=1
I ={iel,|veV(GE])} VoeV,
I =1\ 1} VoeV.

Wir kommen zum Dimensionsbeweis von Pcj;.

(4.2) Satz (Dimension von Pcyg)
Es gilt

dim(Pcpr) = ) LI+ ), [Nl
veV {v,w}€E\E!

Beweis:

Betrachten wir zundchst die Modellungleichungen, fiir welche Gleichheit gilt auf
ganz Prcpp, also diejenigen, welche durch die Zeilen der Matrix Aeq(p) induziert

werden, wobei A die Koeffizientenmatrix von CMI ist. Die Menge E! enthilt genau
die Kanten, deren Endknoten genau eine gemeinsame Schnittstelle besitzen. Es ist
also fiir jede zuldssige Losung notwendig, dass diese genutzt wird. Somit gilt fiir
jedes (X,Z) in PRCMI

Ziowyi =1 VA{o,w} € El,icl (4)
Es folgt unmittelbar:
® x,; =1 VoeV,iell, (5)
® Ziowhi = Xvir Z{vw},i = Xw,i V{v,w} € El,icl, (6)
* Y Zipwli = Zow)i = 1 V {o,w} €Elic I 7)

i€el,Nly

Sei nun A’ die Matrix, welche aus den zu (4)-(7) gehorigen Zeilen der Koeffizienten-
matrix A besteht. Offenbar lassen sich die zu (6) und (7) gehorigen Zeilenvektoren
als Linearkombinationen der zu (4) und (5) gehorigen Zeilenvektoren darstellen,
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wihrend letztere linear unabhéngige Einheitsvektoren sind. Die Anzahl der Glei-
chungen aus (4) entspricht genau der Kardinalitit der Menge E!, wihrend die An-
zahl der Gleichungen aus (5) fiir jede Schnittstelle i € I der Anzahl an Knoten in
dem von E! erzeugten Teilgraphen von G entspricht. Es gilt also:

Rang(A') = [E'[+ ) |1
veV

und es folgt mit Lemma 4.1:

dim(PRCMI) < Z |Iv| + Z |Ivmlw| - |E1| - Z |Iz%|

veV {v,w}€E veV
= Y+ Y LN (8)
veV {v,w}€E\E!

Betrachte nun folgende Vektoren aus Pcp;:

e (x,2)1:=(,...,1)
e V{v,w}cE\E,je LNy

(x, ){vw}] (x,z) mit Xo,i =1 VoeV,iel
(
0 ,i=jA{v,w}={v,w},
und  zg, 4y

| 1 ,sonst.

o VoeV,jeli:
0 ,i=jAv=07,
(x,z)@j = (x,2) mit  xp; =
1 ,sonst,

0 ,i=jAoe{vw}
und Z{v,w},i

1 ,sonst.

Nun gilt mit Lemma 2.17:

(x,2)1, (%,2) (o), fiir alle {v,w} € E\ELic NI,
(x,2), furallev € V, j € I affin unabhédngig

( %,2) fo, — (%0 )1) firr alle {v,w} € E\EY, i € I, N L,
T

(
(x,2)pi — )1> furallev € V,j € I; linear unabhingig.
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Betrachte nun die Matrix bestehend aus letzteren Vektoren. Die Vektoren
— ((x,z){v,w}li — (x,z)l) fir alle {v,w} € E\EL,ic I, NI
sind bereits unterschiedliche Einheitsvektoren. Subtrahiert man von den Vektoren
—<(x,z)u,]- - (x,z)l) furalleueV,je I}

jeweils die Vektoren

. ((x,z){v,w},i - (x,z)1> miti=j A (u € {v,w}),

so erhdlt man jeweils weitere wiederum verschiedene Einheitsvektoren. Somit hat
die Matrix vollen Rang. Es folgt die lineare Unabhdngigkeit der Vektoren und damit
sind die Vektoren

(x,2)1, (%, 2) (0,0}, flir alle {o,w} € E\ ELic NIy, (x,2),, furallev € V, j € I,

affin unabhéangig. Dies sind

1+ )Y [Nkl + ) |5

{v,w}€E\E! veV

affin unabhingige Vektoren, also gilt:

dim(Peyy) > Y |I5] + Yo LNl
veV {v,w}eE\E!

Zusammen mit (8) folgt nun wegen Pcp;; € Premr:

Yo L]+ Y. NIyl < dim(Pepy) < dim(Premy)

veV {v,w}€E\E!
<Y B+ )Y [Nkl
veV {v,w}eE\E!

also schliefdlich:

dim(Pemr) = ) 1+ ), [Nl
veV {v,w}eE\E!
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4.2 Allgemeine Form facettendefinierender Ungleichungen

Die allgemeine Form einer giiltigen Ungleichung fiir Pcy; ist

Z Z Ny,i Xy,i 1 Z Z ﬁ{v,w},i Z{vw},i >,

veViel, {vw}eEicl,Nly

mit a,; € Rftirv € V, i € I, und By 4y, € R fiir {v,w} €E, i€ ,NI,und vy € R.

Da man die fixierten Variablen, also diejenigen, welche durch die Gleichungen aus
(4)-(7) bereits festgelegt sind, dabei aufier Acht lassen kann, ergibt sich somit

Z 2 Qy,iXy,i + Z Z ﬁ{v,w},iz{v,w},i > -

veViel} {v,w}EE\El i€lyNly
Wir leiten folgende Aussage ab:

(4.3) Satz
Fiir eine facettendefinierende Ungleichung von Pcj;

Z Z Xy, Xp,i + Z Z ﬁ{v,w},i Z{vw},i > )

veViel} {U,w}EE\El i€l,Nly
gilt genau eine der folgenden Aussagen:
(i) ay; >0VoeV,icly.

(ii) Die Ungleichung lautet x,; < 1 mit v € V,i € I, bis auf Vielfache oder
Addition bzw. Subtraktion impliziter Gleichungen.

Beweis:

Seien vy € V, iy € I; fest gewdhlt und sei
F .= { (x,z) € Pemr ’ Z Z Ky i Xy, + Z Z ,B{v,w},iz{v,w},i =7 }
veViel; {v,w}eE\EYi€l,Nly

die von (9) geforderte Facette.

Angenommen x,, ;; = 1 fiiralle (x,z) € F. Dannwére F C { (x,z) € Poyr | Xp,i = 1 }-
{ (x,2) € Pcpmr|xy,i, = 1} ist eine echte Seitenfliche von Pcy;, da beispielsweise
(xt,z1) mit

X+ . 0 ,Uzvo,i:io,
1 , sonst,
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2wy, =1 V{oweEielNhy

ein Element von Pcy, aber nicht in { (x,z) € Popy | Xy, = 1} enthalten ist. Also
gilt F = {(x,z) € Pcmy|xo,i, = 1}, da F laut Voraussetzung eine Facette ist und
per Definition nicht strikt in einer anderen echten Seitenfldche enthalten sein kann.
Damit ist F definiert durch x,,;, <1 und es gilt (ii).

Nehme nun an, es existiert ein (¥,z) € F mit X,,; < 1. Dann ist (x*,z*) mit

. 1 ,0 =109, 1=1
Xo,i =y =
’ Xyi ,sonst

Zj{ﬁv,w},i = E{v,w},i v{vr w} €EE icl,NI

ein Element von Pcy;. Angenommen &, ;, < 0, dann gilt:

Z Z Xy,i x:,i + Z Z ﬁ{vfw},i ZjEv,w},i < "

veViel} {v,w}eE\E i€lyNy
im Widerspruch dazu, dass (9) eine giiltige Ungleichung fiir Pcpr ist. Also gilt
Kyyip = 0 und damit (i). (]

4.3 Facettendefinierende Modellungleichungen

Die Kenntnis der Dimension eines Polyeders ist entscheidend fiir die Bestimmung
von facettendefinierenden Ungleichungen. In diesem Unterkapitel nutzen wir die
Kenntnis der Dimension des Polyeders und stellen heraus, welche der Modellun-
gleichungen von CMI eine Facette von Pcj; definieren.

(4.4) Satz
Die CMI-Modellungleichungen

Xpi < 1 ,0eV
sind genau dann facettendefinierend, wenn i € I;.
Beweis:

Sei xy,i, < 1 eine Modellungleichung mit vy € V,ip € I . Betrachte die von
Xopiy < 1 geforderte Seitenfliche S = {(x,z) € Pcmy| ¥y, = 1}. Dann enthilt S
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die Vektoren (x,z); und (x,z)(yqy, fiir alle {o,w} € E\ Eli € I, N L, sowie die
Vektoren (x,z),,; fir alle v € V, i € I, bis auf (x,z)y, ;,- Dies sind dim(Pcp;) viele
affin unabhangige Vektoren. Da (x,z)y,, € S, ist insbesondere S # Pcyy. Also ist
dim(S) = dim(Pcpy) — 1 und x ;, < 1 definiert laut Satz 2.21 eine Facette von Pcpy;.

Sei nun x,; < 1 eine Modellungleichung mit v € V(G[E}]) und sei
S = {(x,z) € Pcpp|xy; = 1} die von x,; < 1 geforderte Seitenfldche. Dann gilt
jedoch nach Kapitel 4.1, dass x,; < 1 fiir alle (x,z) € Pcpy, also ist S = Pcpyr keine
Facette von Pcpg- 0]

(4.5) Satz
Die CMI-Modellungleichungen

Z{ow},i < Xo,is Z{vw},i < Xyi fir {U,ZU} eE iel,NI

sind genau dann facettendefinierend, wenn {v, w} € E \ E}.

Beweis:

Auf Grund der Symmetrie der Ungleichungen beschrianken wir uns auf den Be-
weis fiir die Nebenbedingungen zy,, ;1 ; < Xpi-

Sei also Z{y,wy}iy < ¥opiy €ine Modellungleichung mit {vo, wo} € E\ E}, io € I.
Betrachte die geforderte Seitenfliche S = {(x,z) € Pcmr | z{vywy)iy = Xvoio }- Dann
enthilt S die Vektoren (x,z); und (x,z),; fur alle v € V, i € I, sowie die Vekto-
ren (X,z) (.}, flr alle {v,w} € E\ E',i € I, N I, bis auf den Vektor (%, 2) {00}
Insbesondere ist daher S # Pcy;. Dies sind dim(Pcy;) viele affin unabhingige Vek-
toren, also ist dim(S) = dim(Pcpr) — 1 und z (o) 01, < Xopi, definiert laut Satz 2.21
eine Facette von Pcj;.

Sei nun zy, 1 ; < Xy, eine Modellungleichung mit {o,w} € E!. Dann gilt nach
Kapitel 4.1, dass z{ )i = Xp; = 1 fiir alle (x,z) € Pcpyy, also ist S = Pepr keine
Facette von Pcp;- O]

(4.6) Satz
Die CMI-Modellungleichungen

Z Z{ow},i >1 , {U, ZU} €E
iel,Nly

sind genau dann facettendefinierend, wenn {v,w} € E \ EL.
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Beweis:

Sei Yier, 1y, Z{vouwp},i = 1 eine Modellungleichung mit {vg,wp} € E\ E'. Betrach-
te die geforderte Seitenfliche S = {(x,z) € Pepy| Yie oy Nlg Z{o000}i = 1}. Wegen
(x,2z)1 € Sist S # Pcpy. Wahle nun i, iy # iy € Iy, N Iy, und betrachte folgende
Vektoren aus S:
e V{7, w}cE\E,jeNIy:
(x,z)’faw},j = (x,z) mit x,; = 1 VoeV,iel
(i =jA{v,w} ={7,w} # {vo, wo})
0 V{z,w} # {vo,wo} = {v,w} Ai#ip)
vV ({7, w} = {vy,wo} = {v,w} Ni #j),

und Z{U,w},i

k1 ,sonst.
o VueV,jel:
0 ,i=jANv=7,
(x,2)5, = (x,2) mit  xp; = J
1 ,sonst,

( ,(i=jAT€e{v,w})
V (ig #iN{v,w} = {vo, wo}
0 A(#ioVTo & {vo,wo}))
V(i1 ZiN{v,w} = {vy, wp}
Nj=1igANv € {vy,wo}),

und Z{U,w},i

1 ,sonst.

Nun gilt mit Lemma 2.17:
(X, 2) 1y 0y, flir alle {o,w} € E\ ELic NI, )
(x,z),; furallev €V, i € I; affin unabhédngig
- <(x,z)?vlw},i - (x,z)?volw()},i()) fiir alle
& ({v,w},i) € (E\E' x (I, N Iy)) \ ({vo, w0}, o),
- ((x,z);/i — (x,z)ffvo,w()},io) furallev € V, i € I; linear unabhingig.

Betrachte nun die Matrix bestehend aus letzteren Vektoren. Die Vektoren

- ((x,z)’{kv,w}’i - (x,z)?vo’wo}’io> fiir alle {v,w} € E\ (E1U {vo,wo}), i € Ib N Ly
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haben nur Nulleintrdge bis auf z(, ,,; ; = 1. Die Vektoren

_ <(x,z)?volwo}li - (x,z)“fvole},i()) firalle i € (I, N Ip) \ {io}

haben wiederum nur Nulleintrdge bis auf z(, ,,}; = 1 und z(y 41, = —1. Subtra-
hiert man von den Vektoren

_((x,z);]. - (x,z)’fvo’wO}li()) firalleu e V,je I

jeweils die Vektoren

(52 fupi = (52 g}y ) Miti = j A (€ {o,0}) A {o,} # {00, w0}

und von den Vektoren
- ((x/ Z)?;O,l'() - (x’ Z)?Ug,ﬂ)o},io) 4 - ((X, Z);,(U(),l'() - (x’ Z)?zm,um},ig)

zusitzlich den Vektor — ((x,z)?vO wobii — (52 o0 w0 1.0), so erhélt man Vektoren, die

nur Nulleintrdge haben, bis auf x, ; = 1. Somit hat die Matrix vollen Rang und die
Vektoren sind linear unabhdngig. Damit hat man also dim(Pcys;) viele affin unab-
hiangige Vektoren, wegen S # Pcjyr gilt dim(S) = dim(Pcpr) — 1 und die Unglei-
chung ) ;¢ oMy Z {00,200}, > 1 definiert laut Satz 2.21 eine Facette von Pcy;.

Sei nun

Z Z{v,w},i >1

i€el,Nly

eine Modellungleichung mit {v, w} € E! und

S={(x,z) € Pemr| ). Zpuyi=2>1}
icln,

die von ihr geforderte Seitenfliche. Dann gilt jedoch nach Kapitel 4.1 die Gleichheit
S = Pcpr und S ist keine Facette von Pcj;. (]

(4.7) Satz
Die CMI-Modellungleichungen

Ziow)i =0 {v,w} €E,ic€l,NI

sind genau dann facettendefinierend, wenn |I, N I,| > 3.
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Beweis:

Sei Z{yywlip, = 0 eine Modellungleichung mit {vo,wo} € E,ip € Iy, N Ly,
|loy N Twy| > 3. Betrachte die von zg, 4014, = 0 geforderte Seitenfldche
S ={(x,2) € Pcmr | Z{vyw,) iy = 0} und folgende Vektoren aus S:

e V{o,w} cE\E,je LNl

(x, ){Uw}] (x,2z) mit xg; = 1 VoeV,iel
, =i (o) = (@)
und Zfowli = V (1 =g\ {U,ZU} = {Z)(),?U()}),
1 ,sonst.
e VOoeV,jel;:
0 ,i=jANv=m7,
(x,2)5; = (x,2) mit  x,; = /
’ 1 ,sonst,
0 J(i=jAv e {vw})
und Ziowli = vV (Z =g\ {U,ZU} = {Uo,ZU()}),
1 ,sonst.

Nun gilt mit Lemma 2.17:
(x,z

?

){vw}l fir alle {o,w} € E\E}, i€ I,N I,
)+ furallev € V, i € I; affin unabhingig
(

X,z) {U whi T z){v wO}/i0> fur alle

(x,

<1 (o w} i) € (E\E1 (LN Iw)) \ ({vo, wo}, o),
( )Ervo wobio ) furallev € V,i € I; linear unabhidngig.

Betrachte nun die Matrix bestehend aus letzteren Vektoren. Die Vektoren
_ <(xlz)zrv,w}’i - (x,z){*volwo},i() fir alle {o,w} € E\E', i€ I, NI,

haben nur Nulleintrdge bis auf z(, ;) ; = 1. Subtrahiert man von den Vektoren

~((0 25 = (%) 0y ) filr allew €V, j € I;
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jeweils die Vektoren

(52 pi = (D ) Miti = A (1 € {0,0}),

so erhélt Vektoren, die nur Nulleintrdge haben bis auf x, ; = 1. Somit hat die Matrix
vollen Rang und die Vektoren sind linear unabhingig. Damit hat man dim(Pcy) af-
fin unabhingige Vektoren. Wegen (x,z); ¢ S ist S # Pcyy und es gilt
dim(S) = dim(Pcmy) — 1. Also definiert die Ungleichung zg; 01,4, > 0 laut Satz
2.21 eine Facette von Pcp;.

Sei nun zg, ,y ; > 0 eine Modellungleichung mit {v,w} €E, i€ N, |lLNI| <3.
Nach der Losbarkeitsbedingung des Problems ist |I, N I,| € {1,2}.

Ist I, NI, = {i}, so ist {vp,wp} € E' und damit ist zg,,; = 1 # 0 fiir alle
(x,z) € Pcpy, nach Kapitel 4.1.

Ist I, N Iy| =2,s0ist I, N I, = {1, L} und es gilt fiir alle (x,z) € Pcpr:

Z{U,w},11 + Z{v,w},12 >1 < Z{v,w},Il >1-— Z{v,w},lz'

Wegen z(,, 1, < 1 folgt daraus zy, 1, > 0 (analog folgt z(,, 3 1, > 0). Die beiden
Ungleichungen sind somit redundant.

In beiden Féllen ist definiert also z(, ;,} ; > 0 keine Facette von Pcpj. 0

4.4 Facettendefinierende {0, ;}-Schnitte erster Ordnung

Mit dem Ziel weitere Klassen facettendefinierender Ungleichung fiir Pcpsr zu finden,
wurden fiir einige Testinstanzen die facettendefinierenden Ungleichungen der ganz-
zahligen Hiille mit Hilfe der Software PORTA (POlyhedron Representation Trans-
formation Algorithm) von CHRISTOF UND LOBEL [5] bestimmt.

Die resultierenden Ungleichungen waren jedoch so vielféltig, dass es uns nicht
moglich war, einzelne Ungleichungen zu Klassen zu verallgemeinern. Es fiel aber
auf, dass sich die gefundenen, von den Modellungleichungen abweichenden, Un-
gleichungen haufig als {0, ;}-Schnitte erster Ordnung, also als {0, ; }-Schnitte der
Modellungleichungen, darstellen lief3en.

Dieser Beobachtung folgend wurden weitere Testrechnungen unter Verwendung

der in Kapitel 6 eingefiihrten Testgruppen durchgefiihrt. Dass das Hinzuftigen von
{0, %}-Schnitten erster Ordnung zum Losungspolyeder zur ganzzahligen Losung der
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linearen Relaxierung einer Instanz nicht ausreichend ist, wird dabei anhand vieler
Instanzen gezeigt. Die detaillierten Ergebnisse werden in Kapitel 6.2 vorgestellt.

Im Folgenden stellen wir anhand einer einfachen Testinstanz ein Beispiel einer fa-
cettendefinierenden Ungleichung vor, welche kein {0, §}-Schnitt erster Ordnung ist.
Die Instanz entstammt einer von den in Kapitel 6 eingefiihrten Testgruppen unab-
hédngigen Testreihe mit 10000 zufélligen Graphen mit 5-7 Konten und 5 Schnittstel-
len. Die Instanz ist eine von 26 Instanzen aus dieser Testreihe, welche durch das
Hinzuftigen von {0, %}-Schnitten erster Ordnung nicht ganzzahlig gelost werden
konnte.

Gegeben sei folgende CMI-Instanz:

2,34,5 2,5

. O

2,3

)

2,4 34,5

Abbildung 7: CMI-Instanz fiir Facettenbeispiel

Hierbei stellen die Ziffern an jedem Knoten v € {0, ...,4} die in diesen Knoten ver-
fiigbaren Schnittstellen I, dar.

Die facettendefinierenden Ungleichungen des zugehorigen CMI-Polyeders wurden
mit Hilfe von PORTA bestimmt. Unter anderem ergab sich hierbei die Ungleichung

2xp2 + X03 + X04 + X05 = 3. (10)

(4.8) Satz
Die Ungleichung aus (10) l4sst sich nicht als {0, %}-Schnitt der CMI-Modellunglei-
chungen der CMlI-Instanz aus Abbildung 4.4 darstellen.
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Beweis:

Angenommen diese Ungleichung lieBe sich als {0, § }-Schnitt erster Ordnung dar-
stellen. Um die rechte Seite von (10) zu gewdhrleisten muss man bei der {0,%}-
Schnitt-Bildung Ungleichungen mit positiver rechter Seite mit einbeziehen, d.h. die
entsprechenden Gewichte im Vektor u auf % setzen. Diese Ungleichungen sind bei
dieser Instanz:

@ zpon2 200115 > L

(b) zg0213+ z10214 T 2{0215 = 1,
(©) zgo3y2+2{03}4 = 1

(d) z0412 +2{04)3 2> 1L

€ z105 21,

0 zp182 21

(&) zpa34 2 1,

(h) z34)0 > 1.

Dabei ist jedoch zu beachten, dass durch jede gewéhlte Ungleichung im resultieren-
den {0, 3 }-Schnitt auf der linken Seite z {ow},i ~Variablen auftreten wiirden, welche
jedoch in (10) nicht vorkommen. Eine Moglichkeit dies auszugleichen, wire es, fiir
jede z(, .,y ; -Variable eine Ungleichung der Form —zy,,; > —1 mit in den {0, 3}
Schnitt einzubeziehen. Jedoch wiirde dies den Wert der rechten Seite um mindestens
so viel senken, wie er durch die Hinzunahme einer der Ungleichungen (a)-(h) erhoht
worden wire. Von daher ist dieses Vorgehen nicht hilfreich.

Die einzige verbleibende Moglichkeit die z(, ., ; -Variablen zu entfernen ist es, fiir
jede z(;, ) ; -Variable eine Ungleichung der Form x;,; — z(; 41, > 0 mit in den {0, %}-
Schnitt einzubeziehen. Ist jedoch hierbei x,; & {x02, X3, X04,X05}, so wiirde dies
wieder dazu fithren, dass auf der linken Seite x,; -Variablen auftauchen, welche in
(10) nicht vorkommen. Dies wiederum lieSe sich nur durch Hinzunahme einer Un-
gleichung der Form —x,; > —1 korrigieren, was jedoch den Wert der rechten Seite
um mindestens so viel senken wiirde, wie er durch die Hinzunahme einer der Un-
gleichungen (a)-(h) erhoht worden wiére.

Die einzige sinnvolle Herangehensweise ist es also, von den Ungleichungen (a)-(h)
nur jene in den {0, § }-Schnitt mit einzubeziehen, welche durch Ungleichungen der
Form xy; — Z(y4),; > 0 mit x,; € {x0,2, %03, X0,4, 0,5} ausgeglichen werden koénnen.
Diese Ungleichungen sind bei dieser Instanz:
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(i) x02 — 20,132 = 0,
(ii) xo2 —z{03}2 = 0,
(iil) x02 —Zz{04}2 = 0,
(iv) xo3 — 210213 = 0,
(V) x03 —2{04}3 =0,
(Vi) X4 —2{0214 =0,

(vii) x04 —z{03}4 = 0,
(viil) xo5 —z{0,1}5 = 0,

(iX) X0,5 — Z{O,Z},5 > 0.

Wie man sieht, kommen somit von den Ungleichungen (a)-(h) nur die Ungleichun-
gen (a)-(d) in Frage. Dies ist jedoch eine Ungleichung zu wenig, um die recht Seite
von (10) zu gewihrleisten. Somit ist (10) kein {0, %}—Schnitt erster Ordnung. (]

Anmerkung: Jedoch ist (10) ein {0, 1 }-Schnitt zweiter Ordnung:

Bildet man einen {0, %}-Schnitt aus den Ungleichungen (ii)-(vii), (ix), (b)-(d), so er-
hélt man die Ungleichung

X0,2 + X0,3 + X04 + X05 > 2. (11)

Bildet man nun einen {0, %}-Schnitt aus den Ungleichungen (11), (i)-(iii), (v), (vii),
(viii), (a), (c), (d), so erhilt man

2x0, + X03 + Xo4 + Xo5 = 3,

also genau die Ungleichung (10).
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§5 Approximationsalgorithmen fiir CMI

Da die in Kapitel 4 gefundenen Resultate nicht ausreichen, um eine zeitgerechte
Losbarkeit allgemeiner CMI-Instanzen zu gewdhrleisten, wenden wir uns im Fol-
genden Approximationsalgorithmen fiir CMI zu. Die Laufzeit und die praktische
Approximationsgiite der hier vorgestellten Approximationsalgorithmen werden in
der anschlieffenden Rechenstudie untersucht und présentiert.

5.1 (k —1)-Approximationsalgorithmus

Der (k — 1)-Approximationsalgorithmus wurde von KLASING ET AL. [24] beschrieben.
Der Algorithmus sortiert zunédchst die im Netzwerk verfiigbaren Schnittstellen i € I
nach ihren Kosten c(7), so dass

I= {ilr---/ik}/ C(il) <... < C(ik).

Anschliefend wird fiir jede Kante {v,w} € E gepriift ob i1 € I, N I,. Ist dies der
Fall, so wird 7 in v und w aktiviert und E := E \ {{v,w}} gesetzt. Diese Prozedur
wird fiir iy, .. ., ix_, wiederholt. AbschliefSend wird die CMI-Teilinstanz

G=(V,ENI={ix_, i}, W:V—=2' oL :=1NTI
mit
E:={{v,w} €E|{i1,...,ix 2} N(irNIy) =D}
in Polynomialzeit optimal gelost und die Losung WA V=2 v A C I, wird
mit der bereits vorhandenen Teillosung W, der Hauptinstanz vereinigt.

Da der Losungspolyeder einer solchen Instanz, wie in Kapitel 3.3.2 gezeigt, ganz-
zahlig ist, wurde in der hier verwendeten Implementation, statt dem von KLASING
ET AL. [24] beschriebenen Polynomialzeitalgorithmus zum Losen von CMI-Instanzen
mit |I| = 2 (siehe Kapitel 3.2) das zugehorige ILP der Teilinstanz mit Hilfe von SCIP
gelost.
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Sortiere I so, dass I = {iy,..., i}, c(iy) < -+ < c(iy).
forallj=1tok—2do
for all {v,w} € E do
if i]- € I, NI, then
Ay = Ay Ui}
Ap = Ay U {i]-}
E=E\{{o,0})
end if
end for
end for
: Lose ILP fiir G = (V,E'), I' = {i_1,ix}, W : V = 2l 0 > I
: forallv € V do
Ay i=A,UA,
: end for

e
PN 22

—_
S

Abbildung 8: (k — 1)-Approximationsalgorithmus

Laufzeit: Wir beschreiben die Laufzeit der in KLASING ET AL. [24] beschriebenen Va-
riante des Algorithmus, da wir iiber die genaue Laufzeit unserer Variante mit der
ILP Losung keine Aussage treffen konnen. Der hierdurch resultierende Unterschied
in der Laufzeit diirfte jedoch fiir diese Rechenstudie nicht von Relevanz sein.

Das Sortieren von I in Zeile 1 ist zum Beispiel mit Quicksort von HoARE [19] in
O(]I)?) durchfiihrbar. Die Schleife in den Zeilen 2-10 hat wiederum eine Laufzeit
in O((k — 2)|E|). Die Losung der Teilinstanz in Zeile 11 ist wie schon in Kapitel
3.2 beschrieben mit Laufzeit in O(|V|*) zu finden und die Zusammenlegung der Lo-
sungen in den Zielen 12-14 hat eine Laufzeit in O(| V). Zusammengenommen ergibt
sich somit eine worst-case-Laufzeit in O(max{|I|?, (k —2)|E|, |[V|*}).

Approximationsverhiltnis: Der (k — 1)-Approximationsalgorithmus wéahlt sowohl
in jedem Zuweisungsschritts der Schnittstellen iy, ..., ix_p, als auch bei der optima-
len Losung der Teilinstanz fiir die Schnittstellen 7;_1,i; am Schluss die optimale
Losung fiir das Netzwerk das sich ergibt, wenn man das Ausgangsnetzwerk auf die
jeweils betrachteten Kanten beschrankt. Die hierdurch verursachten Kosten sind je-
weils durch den Wert der optimalen Losung fiir die Ursprungsinstanz beschrankt.
Da dies k — 1 Schritte sind, ergibt sich ebenso k — 1 als Approximationsverhaltnis.

44



§5 Approximationsalgorithmen fiir CMI

5.2 k-Approximationsalgorithmus

Der fiir diese Rechenstudie verwendete k-Approximationsalgorithmus ist eine eigens
abgeschwéchte Variante des in Kapitel 5.1 vorgestellten (k — 1)-Approximationsalgo-
rithmus. Anstatt zum Schluss fiir die beiden teuersten Schnittstellen i1, i; die opti-
male Teillosung zu ermitteln verwendet der k-Approximationsalgorithmus auch fiir
diese Schnittstellen die am Anfang des (k — 1)-Approximationsalgorithmus genutz-
te Vorgehensweise.

Wir betrachten diesen Algorithmus zur Uberprﬁfung, wie signifikant die Auswir-
kung durch die im letzten Schritt des (k — 1)-Approximationsalgorithmus ermittel-
ten optimalen Losung fiir die beiden teuersten Schnittstellen tatsdchlich ist.

1: Sortiere I so, dass I = {iy,..., ik}, c(i1) < --- < c(i).
2: forallj =1tokdo

3.  forall {v,w} € E do

4: if ij € I, N I, then

5: Ay = Ay Ui}

6: Ay = Ay U {1]}

7: E=E\ {{v,w}}

8: end if

9: end for

10: end for

Abbildung 9: k-Approximationsalgorithmus

Laufzeit: Das Sortieren von I in Zeile 1 ist wie bereits in Kapitel 5.1 beschrieben
in O(|I|?) durchfiihrbar. Der Test auf Verbindung durch die Schnittstellen iy, ..., ik
in den Zeilen 2-10 hat wiederum eine Laufzeit in O(|I||E|). Zusammengenommen
ergibt sich somit eine worst-case-Laufzeit in O(|I|?|E|).

Approximationsverhiltnis: Das Approximationsverhiltnis von k ergibt sich analog

zur Ausfithrung fiir das Approximationsverhéltnis des (k — 1)-Approximationsalgo-
rithmus in Kapitel 5.1.
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5.3 (14 (k—1)g=)-Approximationsalgorithmus

Der (1+ (k— 1)i’:ﬁ)-Approximationsalgorithmus wurde von D’ANGELO ET AL. [11]
beschrieben. Der Algorithmus priift zunidchst, ob es Schnittstellen gibt, welche in
jedem Knoten verfiigbar sind, d.h. ob

(L #.

veV

Ist dies der Fall, so wird von diesen die kostengiinstigsten Schnittstelle in allen Kno-
ten aktiviert. Im anderen Fall, werden in jedem Knoten des Graphen alle verfiigbaren
Schnittstellen aktiviert.

1 if Nyey Lo # @ then

22 Ay = {argmin{c(i) lie N Iw}} VoeV
weV

3: else

4 A,=1, VoeV

5: end if

Abbildung 10: (1 + (k — 1)%2x)-Approximationsalgorithmus

Cmm

Laufzeit: Die Priifung auf (,cy v # @ in Zeile 1 ldsst sich ohne Weiteres mit Lauf-
zeit in O(|I]|V|) durchfiihren. Die anschliefende Zuweisung der Losung hat in bei-
den moglichen Fillen eine Laufzeit in O(|V|). Zusammengenommen ergibt sich so-
mit eine worst-case-Laufzeit in O(|I||V]).

Approximationsverhiltnis: Wir betrachten lediglich den Fall (,cy I, = &, welcher
offenbar konstant schlechtere Ergebnisse liefert als der Fall (,cy I, # @. Sei W, die
optimale Losung der betrachteten Instanz. Dann gilt fiir jeden Knoten v € V:

Yicl, C(é) s YicT,\ Ay CFi) <14 I, \ Ay |Cmax <14 (k — 1) Cinax
Yica,c(i) Yica,c(i) | Av|Cmin Crnin

k— 1)Cmux
min

und damit ergibt sich 1 + ( als Approximationsverhéltnis.

5.4 A(G)2=-Approximationsalgorithmus

m

Der A(G) 2% -Approximationsalgorithmus wurde ebenso von D’ANGELO ET AL. [11]
beschrieben und verhilt sich zunéchst wie der (14 (k—1)Qmax ) -Approximationsalgo-
rithmus. Der Unterschied besteht in dem Verhalten, falls der Test auf Noey v # O
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negativ ausfallt. Der A(G)E’:ﬁ-Approximationsalgorithmus wiahlt in diesem Fall fiir
jede Kante {v,w} € E eine Schnittstelle i € I, N I, und aktiviert diese in v und
w. Der Unterschied zu den in den Kapiteln 5.1 und 5.2 beschriebenen Algorithmen
ist hierbei, dass nicht zwangsldufig die giinstigste Schnittstelle gewahlt wird. Eine
Sortierung der Schnittstellen nach den Kosten ¢(i) ist somit nicht notwendig.

1 if Nyey Lo # @ then
22 Ay = {argmin{c(i) lie N Iw}} VoeV
weV

3: else

4:  forall {v,w} € E do
5 Wiahlei € I, N I,
6: Ay = Ay Ui}
7 Ay = Ay Ui}
8: end for
9: end if

Abbildung 11: A(G) 2=-Approximationsalgorithmus

min

Laufzeit: Die Priifung auf (,cy v # @ in Zeile 1 ldsst sich ohne Weiteres mit Lauf-
zeitin O(|I||V|) durchfiihren. Die anschlieBende Zuweisung der Losung hat in erste-
rem Fall eine Laufzeit in O(|V]) und in letzterem eine Laufzeit in O(|E||I|). Zusam-
mengenommen ergibt sich somit eine worst-case-Laufzeit in O(|I| max{|V]|, |E|}).

Approximationsverhiltnis: Sei W, die optimale Losung der betrachteten Instanz.
Ist Nyey In # @, so aktiviert der Algorithmus eine Schnittstelle i* in allen Knoten
v € V. Fiir jeden Knoten erhélt man somit als Approximationsverhaltnis

c(i*) < Cmax
ZjeAv c(j) = Cmin
Ist hingegen N,cy [v = @, so aktiviert der Algorithmus im worst-case fiir jeden
Nachbarn eines Knotens v € V eine Schnittstelle in v. Man erhdlt als Approximati-
onsverhaltnis ,
M < A(G)C’”ﬂ
ZjeAv c(j) ~ Cmin
wobei A, die Menge der vom A(G)f:’”%-Approximationsalgorithmus aktivierten

Schnittstellen in v ist. Da, bis auf Graphen mit E = &, die wir hier nicht betrachten
wollen, stets gilt:

Cmax Cmax
A(G) e > e
Crmin Cmin

ergibt sich A(G) 22> als Approximationsverhéltnis.

7

47



§5 Approximationsalgorithmen fiir CMI

5.5 Modifikation der (1 + (k —1)%2:)- und A(G)Szex-

Crmin Cinin

Approximationsalgorithmen

Um die von den in den Kapiteln 5.3 und 5.4 beschreibenen Algorithmen gefundenen
Losungen zu verbessern, wurde zusatzlich ein eigener Ansatz zur Modifikation der
Algorithmen verfolgt. Hierzu wurde die von den Algorithmen gefundene Losung
W, betrachtet und fiir jeden Knoten v* € V und jede Schnittstelle i € A, gepriift,
ob

*
,0=70,

/ Ay \ {i}
. I v
WA.U—>2,UI—>{AU " sonst,

ebenso eine zuldssige Losung ist und fiir diesen Fall mit dieser Losung weiterver-
fahren.

1: forall v € V do

2. forallie Ido

3: if i € A, then

4: Ay = Ay \ {i}

5: for all w € N(v) do
6: if A,NAy =@ then
7 Ay, = Ay, U {Z}
8: BREAK

9: end if
10: end for
11: end if
12:  end for
13: end for

Abbildung 12: Modifikation der Algorithmen

Laufzeit: Die Laufzeit der Modifikation ist anhand der verwendeten Schleifen ein-
fach zu bestimmen und ist offenbar in O(|V||I||E|). Damit ergibt sich sowohl fiir den
modifizierten (1 + (k — 1)E’:ﬁ)-Approximationsalgorithmus, als auch fiir den modi-

fizierten A(G)2%x-Approximationsalgorithmus eine Laufzeit in O(|V||I||E|).

5.6 Vorlaufiges Fazit zu den Approximationsalgorithmen

Da sowohl die Laufzeit als auch das Approximationsverhdltnis der vorgestellten
Algorithmen von jeweils unterschiedlichen Gréfien abhdngen, ergibt sich zunachst
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kein klares Bild welcher der Algorithmen den anderen gegentiber allgemein im Vor-
teil sein konnte. Es ist lediglich klar, dass der (k — 1)-Approximationsalgorithmus
und die modifizierten (1 + (k — 1) )- und A(G)¢2=-Approximationsalgorithmen
auf Grund der Konstruktion der Algorithmen keine schlechteren Approximationen
liefern werden als ihre jeweils schwédcheren Versionen.

Wir erhoffen uns ein deutlicheres Bild durch die Ergebnisse aus der folgenden Re-
chenstudie.

49



§6 Rechenstudie

§6 Rechenstudie

Zum Abschluss der Masterarbeit fiigen wir der bisherigen theoretischen Arbeit prak-
tische Resultate in Form einer Rechenstudie bei. Wir stellen verschiedene Approxi-
mationsalgorithmen und Testgruppen mit insgesamt 18000 CMI-Testinstanzen vor.
Anschliefiend stellen wir anhand der Testgruppen erzielte Laufzeitergebnisse dar
und stellen die durch die Approximationsalgorithmen erzielten Ergebnisse den op-
timalen Werten fiir die Testinstanzen gegeniiber.

Samtliche vorgestellten Rechenergebnisse wurden auf einem Computer mit
2,93 GHz Intel Xeon Quad-Core-Prozessor, 12 Gb RAM und Betriebssystem Ubuntu
in der Version 10.04 durchgefiihrt.

Sowohl CMI als auch alle in Kapitel 5 vorgestellten Approximationsalgorithmen
wurden in der Programmiersprache C++ implementiert. Zur Modellierung und L6-
sung von ILPs in C++ wurde hierbei die frei erhéltliche Software SCIP (siehe Ach-
TERBERG [2]) in der Version 2.1.1 verwendet.

6.1 Die Testgruppen

Fiir die Durchfiihrung der Rechenstudie wurden Testgruppen mit je 1000 Instanzen
generiert. Die Testgruppen unterscheiden sich in den Merkmalen

e Knotenanzahl,
e Kantendichte,
e Anzahl im Netzwerk verfiigbarer Schnittstellen.

Zur Erzeugung zufilliger Graphen wurde das von GILBERT [17] vorgestellte G(n, p)-
Modell verwendet. Hierbei wird zunédchst ein leerer Graph mit n Knoten gebildet,
welchem jede mogliche Kante mit einer Wahrscheinlichkeit von p hinzugefiigt wird.

(n-1)
2

Ein G(n, p) Graph enthilt somit im Erwartungswert p~ Kanten.

Fiir die Verteilung verfiigbarer Schnittstellen W wurde fiir jede Kante {v,w} € E

im Eingabegraphen eine zuféllige Schnittstelle i € I gewdhlt und den Schnittstellen-
mengen der Endknoten I, I, hinzugefiigt.
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for all {v,w} € E do
wihle zufélliges i € I

end for

Abbildung 13: Schnittstellenverteilung der Testgraphen

So wurde sichergestellt, dass jede Testinstanz zuléssig ist.

Als Knotenanzahlen wurden fiir die Testgruppen die Werte n € {20,50,100} ge-
wahlt. Die Intention hierbei war es, Netzwerke unterschiedlicher Grofien zu simu-
lieren, jedoch eine bestimmte Graphengrofie nicht zu tiberschreiten, um eine ange-
messene Rechenzeit zu gewédhrleisten (mehr dazu in den Kapiteln 6.3.1 und 6.3.2).
Bei den Anzahlen an im Netzwerk verfiigbaren Schnittstellen wurde sich, mit dem
Ziel einen eher niedrigen und einen eher hohen realitdtsnahen Wert zu wéhlen, fiir
k € {4,8} entschieden. Die Kosten c(7) einer Schnittstelle i € [ wurden fiir jede Tes-
tinstanz zuféllig aus {3,...,20} gewdhlt.

Bei der Wahl der Wahrscheinlichkeitswerte p ist es notwendig, Werte in Abhén-
gigkeit von der Knotenanzahl der Graphen zu wiéhlen. Es muss darauf geachtet
werden, p nicht zu klein zu wéhlen, um moglichst keine isolierten Knoten in den
Graphen zu erhalten. Einen Richtwerte hierfiir liefern ERDOs UND RENYI [13], welche
zeigen, dass ein Graph G(#n, p) im wahrscheinlichkeitstheoretischen Sinne fast sicher

zusammenhéangend ist, falls gilt:
Inn

n
Fiir die hier verwendeten Knotenanzahlen lauten diese Werte

In20 In50 In100
0 ~015, 5 =008, =5g

~0,05.

Ebenso darf p nicht zu grofs gewahlt werden, da sonst zwangslaufig die Schnittstel-
lendichte pro Knoten zu grofs wird und die Losung der Instanz unnatiirlich verein-
facht wiirde. Um hier eine Entscheidung zu féllen, wurden fiir verschiedene p die
Wahrscheinlichkeiten fiir I, = I,v € V betrachtet:
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p=006 | n=20 n=>50 n=100 p=009 | n=20 n=>50 n=100
k = 0,000 0,000 0,381 k=4 0,000 0,094 0,711
k=8 0,000 0,000 0,000 k=8 0,000 0,000 0,011
p=2010|n=20 n=50 n =100 p=012|n=20 n=50 n =100
k = 0,000 0,234 0,781 k = 0,000 0381 0,875
k = 0,000 0,000 0,028 k = 0,000 0,000 0,093
p=015|n=20 n=50 n=100 p=020|n=20 n=>50 n=100
k=4 0,000 0,513 0,947 k=4 0,094 0,781 0,987
k=38 0,000 0,000 0,248 k=38 0,000 0,028 0,531
p=030|n=20 n=50 n =100 p=040 |n=20 n=50 n=100
k = 0,381 0947 0,999 k = 0,623 0,987 1,000
k = 0,000 0,248 0,859 k = 0,002 0,531 0,962

Tabelle 2: Wahrscheinlichkeiten fiir I, = I

Anhand dieser Ergebnisse wurde entschieden folgende Wahrscheinlichkeiten p fiir
die Testgruppen zu wihlen (die entsprechenden Werte in den obigen Tabellen sind

fettgedruckt):

Knotenanzahl Werte fiir p
20 0,20 0,30 0,40
50 0,10 0,15 0,20
100 0,06 0,09 0,12

Tabelle 3: Gewihlte Wahrscheinlichkeiten p im Uberblick
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Insgesamt ergeben sich damit folgende Testgruppen:

Testgruppe n p k
; 0,20 g
Z 20 0,30 g
2 0,40 g
g 0,10 g
190 50 0,15 g
! |
: T
}2 100 0,09 g
; o |

Tabelle 4: Uberblick iiber die Testgruppen

6.2 Rechenresultate fiir {0, ]}-Schnitte erster Ordnung

Um die in Kapitel 4.4 geschilderte Beobachtung beziiglich {0, ;}-Schnitten erster
Ordnung weiter zu verfolgen, wurde die CMI-Implementation in C++ und SCIP un-
ter Verwendung des {0, %}-Schnitt Seperators von KOSTER ET AL. [27] so abgedndert,
dass zum Finden der ganzzahligen Losung lediglich {0, 5 }-Schnitte erster Ordnung
gebildet und dem Losungspolyeder hinzugefiigt wurden. Anschlieffend wurde die
lineare Relaxierung des Problems gelost. Somit konnten Instanzen, fiir welche das
Hinzuftigen von {0, %}-Schnitten erster Ordnung zum Erhalt einer optimalen ganz-
zahligen Losung nicht ausreicht, dadurch identifiziert werden, dass die resultierende
Losung nicht ganzzahlig war.

Die nachstehende Tabelle veranschaulicht fiir wie viele der 1000 Testinstanzen in
den jeweiligen Testgruppen durch Hinzunahme von {0, %}-Schnitten erster Ord-
nung und Losung der linearen Relaxierung keine optimale Losung gefunden werden
konnte.
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Anteil in der Testgruppe

Testgruppe | Anzahl
1 10
2 5
3 38
4 94
5 70
6 233
7 62
8 113
9 108
10 386
11 75
12 475
13 131
14 297
15 119
16 621
17 51
18 673

1,0 %
0,5 %
3,8 %
94 %
7,0 %
23,3 %
6,2 %
11,3 %
10,8 %
38,6 %
7,5 %
47,5 %
13,1 %
29,7 %
11,9 %
62,1 %
51 %
67,3 %

Tabelle 5: {0, 4 }-Schnitt Ausnahmen in den Testgruppen

Die Rechenergebnisse zeigen, dass es bei relativ kleinen Graphen mit wenig ver-
fiigbaren Schnittstellen und wenigen Kanten meist ausreicht, dem Losungspolyeder
{0, %}-Schnitte erster Ordnung als Schnittebenen hinzuzuftigen. Bei zunehmender

Grofle einer Testinstanz ist dies jedoch immer seltener gegeben.

6.3 Rechenresultate fiir CMI und Approximationsalgorithmen

In diesem Kapitel betrachten wir die durch CMI-Implementation und Approximati-
onsalgorithmen erzielten Rechenresultate. In den Tabellen und Abbildungen dieses
Kapitels werden fiir die in Kapitel 5 eingefiihrten Approximationsalgorithmen die

folgenden Abkiirzungen verwendet:
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Abkiirzung | Approximationsalgorithmus
Apx. 1 (k —1)-Approximationsalgorithmus
Apx. 2 k-Approximationsalgorithmus
Apx. 3 (1+ (k —1)2m=s)-Approximationsalgorithmus
Apx. 4 Modiﬁzierterml(nl + (k — 1) 2x)-Approximationsalgorithmus
Apx. 5 A(G)<zex- Approximationsalgorithmus
Apx. 6 Modifizierter A(G) 2=-Approximationsalgorithmus

Tabelle 6: Abkiirzungen fiir die Approximationsalgorithmen

6.3.1 Laufzeitschranke der Testinstanzen

Da die Laufzeit mancher Testinstanzen unter Verwendung der normalen CMI-Imple-
mentation mehrere Stunden oder gar Tage betrug, wurde schliefslich entschieden fiir
die Losung in SCIP eine Laufzeitschranke von einer Stunde zu setzen, um einen
Durchlauf der Testgruppen in angemessener Zeit zu gewéhrleisten. Dennoch betrug
die gesamte Rechenzeit fiir alle Testgruppen knapp 7 Tage. Wir geben einen Uber-
blick iiber die Anzahl hiervon betroffener Testinstanzen pro Testgruppe.

Testgruppe | Anzahl | Relativer Anteil
1-14, 17 0 0,0 %
15 1 0,1 %
16 26 2,6 %
18 82 8,2 %

Tabelle 7: Laufzeitschranke-iiberschreitende Testinstanzen

Selbstverstandlich wurden die Ergebnisse der entsprechenden Instanzen bei den in
Kapitel 6.3.2 angegebenen Mittelwerten nicht beriicksichtigt. Wir geben einen Uber-
blick tiber die durchschnittliche Differenz der durch SCIP zum Zeitpunkt des Ab-
bruchs gefundenen oberen und unteren Schranken fiir den Wert der Losung.

Testgruppe | Differenz | Differenz in % der unteren Schranke
15 56,27 2%
16 93,90 4 %
18 80,73 4 %

Tabelle 8: Differenz oberer und unterer Schranke
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Ebenso stellen wir die durchschnittliche Knotenanzahl dar, welche in SCIP im Rah-
men des Branch&Bound-Verfahrens fiir den Branch&Bound-Baum bis zum Zeit-
punkt des Abbruchs erzeugt wurden.

Testgruppe | Knotenanzahl
15 76079
16 30336
18 20205

Tabelle 9: Erzeugte Branch&Bound-Knoten bei Laufzeitschranke

6.3.2 Laufzeitvergleich

Dieses Kapitel stellt die Laufzeitergebnisse der CMI-Implementation und der Ap-
proximationsalgorithmen vor. Wir stellen die durchschnittliche Laufzeit Implemen-
tationen fiir die Testgruppen dar.

Testgruppe Durchschnittliche Laufzeit in Sekunden

CMI | Apx.1 | Apx.2 | Apx.3 | Apx.4 | Apx. 5 | Apx. 6
1 <001 | <001 | <001 | <001 | <001 ]| <001 | <0,01
2 <001 | <001 | <001 | <001 | <001 ]| <001 | <0,01
3 0,01 <001 | <001 | <001 | <001 | <0,01 | <0,01
4 002 | <001 | <001 | <001 | <001 ]| <001 | <0,01
5 003 | <001 | <001 | <001 | <0,01 | <001 | <0,01
6 017 | <0,01 | <0,01 | <001 | <0,01 | <0,01 | <0,01
7 004 | <001 | <001 | <001 | <0,01 | <0,01 | <0,01
8 005 | <001 | <001 | <001 | <0,01 | <0,01 | <0,01
9 028 | <0,01 | <001 | <001 | <0,01 | <0,01 | <0,01
10 1,90 | <001 | <001 | <0,01 | <001 | <0,01 | <0,01
11 043 | <0,01 | <001 | <001 | <0,01 | <0,01 | <0,01
12 873 | <001 | <001 | <001 | <0,01 | <0,01 | <0,01
13 0,55 0,01 <001 | <001 | <001 | <0,01 | <0,01
14 284 | <001 | <001 | <001 | <001 | <0,01 | <0,01
15 460 | <001 | <001 | <001 | <001 | <001 | <001
16 60,12 0,01 <001 | <001 | <001 | <0,01 | <0,01
17 3,01 0,01 <001 | <001 | <001 | <0,01 | <0,01
18 105,47 | 0,01 <001 | <001 | <001 | <0,01 | <0,01

Tabelle 10: Laufzeiten fiir die Testgruppen
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Wie man deutlich sieht, arbeiten simtliche Approximationsalgorithmen sehr schnell
mit einer durchschnittlichen Laufzeit von unter 0,01 Sekunden. Auffillig ist ein we-
nig der (k — 1)-Approximationsalgorithmus, dessen durchschnittliche Laufzeit fiir
manche Testgruppen mit Graphen mit 100 Knoten bereits genau 0,01 Sekunden be-
tragt. Dieser Laufzeitunterschied diirfte jedoch in der Praxisanwendung nur bei sehr
grofien Instanzen von Relevanz sein.

Die Laufzeiten fiir CMI zeigen deutlich, dass alle drei Auswahlkriterien einen grofien
Effekt auf die Laufzeit der Instanzen haben. Die folgende Tabelle zeigt das durch-
schnittliche Wachstum der Laufzeit in den Testinstanzen bei der Steigerung genau
eines Auswahlkriteriums zum nédchst hoheren Wert mit ansonsten gleichen Parame-
tern. Zum Beispiel geht in die durchschnittliche Steigerung als Folge der Erhohung
der Kantendichte die Laufzeiterhbhung um 75,43% zwischen den Testgruppen 16
und 18 mit ein, deren Instanzen beide tiber acht Schnittstellen und 100 Knoten ver-
fiigen, wobei die fiir die Kantendichte ausschlaggebende Wahrscheinlichkeit p in
Testgruppe 18 mit 0,12 den ndchst hoheren Wert besitzt als in Testgruppe 16 mit
p=20,09.

Knotenanzahl Kantendichte Schnittstellenanzahl
2789,09 % 738,92 % 907,41 %

Tabelle 11: Effekte der Auswahlkriterien auf die Laufzeit

Etwas aus dem Rahmen féllt bei den Laufzeitergebnissen die Testgruppe 17, welche
durchschnittlich eine geringere Laufzeit aufweist als die Testgruppe 15 mit geringe-
rer Kantendichte und sonst gleichen Parametern. Wir erkldren dies mit unserer Wahl
von p und der damit fiir diesen Fall einhergehenden Wahrscheinlichkeit fiir I = I,
fiir einen Knoten v € V von 0,875 (siehe Tabelle 2), dem hochsten Wert innerhalb
der gewdhlten Testgruppen.

Wir betrachten die beiden Testgruppen 16 und 18, welche deutlich die hdchsten

Laufzeiten aufweisen, genauer im Hinblick auf die Laufzeitenverteilung. Es ergibt
sich:
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Abbildung 14: Laufzeitenverteilung in den Testgruppen 16 und 18

Man sieht eindeutig, dass die erhohte durchschnittliche Laufzeit in beiden Testgrup-
pen jeweils von relativ wenigen Testinstanzen mit hoher Laufzeit verursacht wird.

Wir geben aufierdem einen Uberblick iiber die durchschnittliche Knotenanzahl, wel-
che in SCIP im Rahmen des Branch&Bound-Verfahrens fiir den Branch&Bound-
Baum erzeugt wurden.

Testgruppe | Anzahl Testgruppe | Anzahl Testgruppe | Anzahl
1 1 7 1 13 7
2 1 8 1 14 88
3 1 9 2 15 61
4 1 10 29 16 667
5 1 11 3 17 13
6 3 12 132 18 630

Tabelle 12: Erzeugte Branch&Bound-Knoten

Wie zu erwarten, sind die Laufzeit in den Testklassen und die Anzahl der fiir den
Branch&Bound-Baum erzeugten Knoten stark korreliert. Den im Vergleich zur Test-
gruppe 15 geringeren Wert in der Testklasse 17 erkldren wir uns wie bereits oben.
Auffillig ist jedoch aufierdem, dass die durchschnittliche Knotenzahl in der Test-
gruppe 16 hoher ist als diejenige in Testgruppe 18. Eine Erklarung fiir die dennoch
hohere Laufzeit in dieser Gruppe bietet moglicherweise die hohere Kantendich-
te, wodurch die zu losenden relaxierten LPs im Branch&Bound-Verfahren deutlich
mehr Variablen und Nebenbedingungen besitzen als in der Testgruppe 16.
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6.3.3 Giite der approximierten Lésungen

In diesem Unterkapitel stellen wir die durch die Approximationsalgorithmen erziel-
ten Werte den durch die CMI-Implementation ermittelten optimalen Werten fiir die
Testinstanzen gegeniiber. Anhand der sehr guten Laufzeitergebnisse samtlicher Ap-
proximationsalgorithmen aus Kapitel 6.3.2 ist es offenbar ohne Weiteres mit guter
Laufzeit moglich, fiir eine Instanz alle sechs beschriebenen Approximationsalgorith-
men durchzufiihren und aus allen erhaltenen Ergebnissen das Beste auszuwéhlen.
Wir verfolgen diese Idee in diesem Unterkapitel weiter und stellen die zugehorigen
Ergebnisse unter der Bezeichnung Minimum-Algorithmus bzw. Min. in den kommen-
den Tabellen und Abbildungen dar.

Die folgende Tabelle enthilt die durchschnittlichen Zielfunktionswerte der Losun-
gen, welche durch die CMI-Implementation und die Approximationsalgorithmen
ermittelt wurden.

Durchschnittliche Zielfunktionswerte der Losungen

Tester —CMI [ Apx.1 | Apx.2 | Apx.3 | Apx.4 | Apx.5 | Apx.6 | Min.

1 295,18 | 313,95 | 318,52 | 567,66 | 342,04 | 374,63 | 353,07 | 303,59
2 395,71 | 434,92 | 438,00 | 712,50 | 446,44 | 496,14 | 455,27 | 416,44
3 273,71 | 294,95 | 297,58 | 672,87 | 348,70 | 377,26 | 359,86 | 284,10
4 396,87 | 445,28 | 446,92 | 965,76 | 500,90 | 551,15 | 509,08 | 431,04
5 240,53 | 263,38 | 264,12 | 615,39 | 316,43 | 329,41 | 320,72 | 247,72
6 352,14 | 399,42 | 400,09 | 1148,32 | 494,83 | 554,10 | 509,76 | 389,04
7 742,21 | 779,91 | 787,59 | 1623,19 | 925,96 | 958,95 | 920,73 | 769,96
8 1000,79 | 1094,94 | 1099,75 | 2140,01 | 1207,18 | 1334,56 | 1237,98 | 1081,65
9 643,63 | 674,08 | 676,51 | 1930,85 | 916,28 | 921,14 | 901,83 | 665,81
10 911,29 | 1001,47 | 1003,13 | 2823,42 | 1284,35 | 1383,11 | 1295,78 | 997,62
11 536,32 | 563,85 | 564,25 | 1943,25 | 840,43 | 843,77 | 836,47 | 552,96
12 740,05 | 814,50 | 814,75 | 3285,65 | 1189,74 | 1289,48 | 1223,07 | 811,37
13 1431,15 | 1489,73 | 1502,37 | 3373,56 | 1870,36 | 1847,18 | 1803,64 | 1481,65
14 2006,37 | 2186,59 | 2194,45 | 4691,82 | 2530,48 | 2727,36 | 2553,30 | 2177,03
15 1194,88 | 1226,17 | 1228,57 | 4111,61 | 1858,26 | 1783,14 | 1765,66 | 1221,62
16 1681,24 | 1823,89 | 1825,69 | 6170,64 | 2590,76 | 2692,46 | 2539,42 | 1822,68
17 1018,61 | 1043,96 | 1044,30 | 4308,26 | 1745,38 | 1580,19 | 1577,44 | 1037,24
18 1388,68 | 1498,11 | 1498,43 | 6843,76 | 2405,84 | 2554,45 | 2417,15 | 1497,06

Tabelle 13: Durchschnittliche Zielfunktionswerte

Setzt man die Zielfunktionswerte der Approximationsalgorithmen in Relation zu
den Werten der CMI-Implementation, so ergibt sich folgendes Bild:
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Durchschnittliches Relationsverhéltnis zur CMI-Lésung
CMI | Apx.1 | Apx.2 | Apx. 3 | Apx. 4 | Apx. 5 | Apx. 6 | Min.
1 1,00 | 1,06 1,08 1,92 1,16 1,27 1,20 | 1,03
2 1,00 | 1,10 1,11 1,80 1,13 1,25 1,15 | 1,05
3 1,00 | 1,08 1,09 2,46 1,27 1,38 1,31 | 1,04
4 1,00 | 1,12 1,13 2,43 1,26 1,39 1,28 | 1,09
5 1,00 | 1,10 1,10 2,56 1,32 1,37 1,33 | 1,03
6
7
8

Testgruppe

1,00 | 1,13 1,14 3,26 1,41 1,57 1,45 | 1,10
1,00 | 1,05 1,06 2,19 1,25 1,29 1,24 | 1,04
1,00 | 1,09 1,10 2,14 1,21 1,33 1,24 | 1,08

9 1,00 | 1,05 1,05 3,00 1,42 1,43 1,40 | 1,03
10 1,00 | 1,10 1,10 3,10 1,41 1,52 1,42 | 1,09
11 1,00 | 1,05 1,05 3,62 1,57 1,57 1,56 | 1,03
12 1,00 | 1,10 1,10 4,44 1,61 1,74 1,65 | 1,10
13 1,00 | 1,04 1,05 2,36 1,31 1,29 1,26 | 1,04
14 1,00 | 1,09 1,09 2,34 1,26 1,36 1,27 | 1,09
15 1,00 | 1,03 1,03 3,44 1,56 1,49 1,48 | 1,02
16 1,00 | 1,08 1,09 3,67 1,54 1,60 1,51 1,08
17 1,00 | 1,02 1,03 4,23 1,71 1,55 1,55 | 1,02
18 1,00 | 1,08 1,08 4,93 1,73 1,84 1,74 | 1,08

Gesamt 1,00 | 1,08 1,08 2,99 1,40 1,46 1,39 | 1,06

Tabelle 14: Relationsverhdltnis zum optimalen Zielfunktionswert

Als Erstes féllt auf, dass sowohl der (k — 1)- als auch der k-Approximationsalgorith-
mus mit durchschnittlichem Approximationsverhaltnis von 1,077 bzw. 1,081 in der
Praxis sehr gut angendherte Ergebnisse liefern. Interessanterweise ergibt sich ebenso,
dass die theoretische Uberlegenheit des (k — 1)-Approximationsalgorithmus gegen-
tiber dem k-Approximationsalgorithmus durch die optimale Losung fiir die beiden
teuersten Schnittstellen in der Praxis kaum von Belang zu sein scheint, da letzterer
fast genauso gute Resultate liefert wie sein optimiertes Pendant.

Wie nach Konstruktion des Algorithmus nicht anders zu erwarten, liefert der
(14 (k—1)2=x)-Approximationsalgorithmus das mit Abstand schlechteste Approxi-
mationsverhiltnis, wohingegen der A(G) i’:ﬁ-Approximationsalgorithmus noch recht
passable Ergebnisse aufzuweisen hat. Es zeigt sich aufserdem, dass die Modifikation
beider Algorithmen tatsdchlich eine Verbesserung der Ergebnisse bewirkt. Beson-
ders hervor sticht die Verbesserung durch die Modifikation beim (1 + (k — 1)%)-
Approximationsalgorithmus, wo das Approximationsverhiltnis durch die Anwen-
dung der Modifikation mehr als halbiert wird. Beim A(G) %-Approximationsalgo-

rithmus jedoch scheint die Modifikation nur wenig Verbesserung zu bringen, so
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dass die durchschnittlichen Approximationsverhéltnisse beider modifizierten Vari-
anten nahezu identisch sind.

Wie die Ergebnisse des Minimum-Algorithmus zeigen, gibt es offenbar Fille in de-
nen der (k — 1)-Approximationsalgorithmus von seinen insgesamt schwicheren Ge-
fahrten ausgestochen wird. Die Kombination samtlicher Algorithmen ist demnach
die beste Losung zur Ermittlung einer Ndherungslosung einer CMI-Instanz.

Wir gehen einen Schritt weiter und stellen die Verteilung der Approximationsver-
héltnisse der Algorithmen iiber allen 18000 Testinstanzen dar.

14000

12000

10000

8000

6000

4000

Anzahl Instanzen

2000

Apx. 1 Apx. 2

E<11 m1,1-15 m15-2 m>2

Abbildung 15: Haufigkeiten der Approximationsverhéltnisse 1
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Anzahl Instanzen
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Abbildung 16: Haufigkeiten der Approximationsverhaltnisse 2
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Abbildung 17: Haufigkeiten der Approximationsverhaltnisse 3
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Abbildung 18: Haufigkeiten der Approximationsverhéltnisse 4

Die Histogramme ergeben ein genauso deutliches Bild wie bereits Tabelle 6.3.3.
Der (k — 1)- und k-Approximationsalgorithmus liefern in unserer Rechenstudie zu
99,78% ein Approximationsverhéltnis von unter 1,5 und in keinem Fall ein Appro-
ximationsverhaltnis von iiber 2. Der A(G)¢%x-Approximationsalgorithmus und die
Modifikationen des (1 + (k — 1)¢2)- und A(G) 2=-Approximationsalgorithmus lie-
fern ein eher durchwachsenes Bild ab, wihrend der (1 + (k — 1)¢2)-Approxima-
tionsalgorithmus fiir die Praxisanwendung als unbrauchbar erscheint.

Erstaunlicherweise stellt sich heraus, dass der Minimum-Algorithmus fiir simtliche
Testinstanzen ein Approximationsverhaltnis von unter 1,5 liefert. Somit werden der
(k —1)- und der k-Approximationsalgorithmus also genau bei den Instanzen tiber-
troffen, in denen sie selber ihre am schlechtesten angendherten Losungen liefern.
Der Minimum-Algorithmus, also die Kombination der in Kapitel 5 vorgestellten Al-
gorithmen eignet sich somit hervorragend fiir die Bestimmung guter Naherungslo-
sungen fiir CMI-Instanzen.
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6.4 Fazit der Rechenstudie

In dieser Rechenstudie wurden 18 Testgruppen zu je 1000 Testinstanzen mit un-
terschiedlichen Attributen vorgestellt und verwendet. In Kapitel 6.2 wurde gezeigt,
dass sich zwar viele der Instanzen bereits nach Hinzufiigen von {0, }}-Schnitten
erster Ordnung zum Losungspolyeder mit Hilfe der linearen Relaxierung und den
Methoden fiir allgemeine LPs 16sen lassen, jedoch wurde auch deutlich, dass dies
kein verlassliches Mittel ist, um zur optimalen Losung einer CMI-Instanz zu gelan-
gen.

In Kapitel 6.3.2 wurde gezeigt, dass CMI fiir kleine Testinstanzen durchaus schnell
optimal gelost werden kann. Jedoch wurde ebenso dargelegt, dass die Rechenzeit fiir
eine optimale Losung bei grofleren Instanzen bereits viele Stunden betragen kann.
Auf Grund der allgemein sehr guten Laufzeitergebnisse der Approximationsalgo-
rithmen aus Kapitel 6.3.2 und den Ergebnissen fiir die Giite der Approximationsal-
gorithmen aus Kapitel 6.3.3 liegt es daher Nahe, in der Praxis zur Losung von CMI-
Instanzen sdmtliche vorgestellten Approximationsalgorithmen zu verwenden und
die beste Losung auszuwihlen, falls man nicht auf eine optimale Losung fiir eine
CMI-Instanz angewiesen ist. Nattirlich reicht hierfiir die Verwendung des (k —1)-
Approximationsalgorithmus und der modifizierten (1 + (k —1)2)- und A(G) 2~
Approximationsalgorithmen aus, welche auf Grund ihrer Konstruktion ihr jeweils
schwicheres Pendant stets dominieren.
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§7 Schlusswort

In dieser Arbeit wurde das Problem Kostenminimierung in Multi-Interface Drahtlos-
netzwerken vorgestellt und mit den Methoden der ganzzahligen linearen Optimie-
rung untersucht. In Kapitel 3 wurde eine mathematische Beschreibung fiir CMI ge-
liefert sowie bisher bekannte Ergebnisse fiir dieses Problem vorgestellt. Anschlie-
end wurde eine ILP-Beschreibung fiir CMI présentiert.

Im Rahmen der Losbarkeit von CMI mit dem Branch&Bound- bzw. Branch&Cut-
Verfahren wurde in Kapitel 4 eine polyhedrale Studie fiir die natiirliche Formulie-
rung der ILP-Berschreibung durchgefiihrt. Es wurde die Dimension des Polyeders
bestimmt und es wurden Fille aufgezeigt, fiir welche Modellungleichungen facet-
tendefinierend sind. Zwar wurde dargelegt, dass allgemeine facettendefinierende
Ungleichungen oft als {0, }-Schnitte der Modellungleichungen dargestellt werden
konnen, jedoch gilt dies nicht fiir alle facettendefinierender Ungleichungen.

Vor dem Hintergrund der praxistauglichen Losbarkeit von CMI wurden in Kapi-
tel 5 diverse Approximationsalgorithmen fiir CMI vorgestellt und ihre theoretischen
Laufzeiten und Approximationsverhéltnisse prasentiert.

Diesen Ergebnissen wurde in Kapitel 6 eine umfassende Rechenstudie gegentiber-
gestellt, um die Berechenbarkeit von CMI in der Praxis und die Giite von Nahe-
rungslosungen mit Hilfe der in Kapitel 5 vorgestellten Approximationsalgorithmen
zu testen. Es wurde gezeigt, dass sich relativ grofle CMI-Instanzen zwar noch in
akzeptabler Rechenzeit optimal 16sen lassen, dass jedoch eine gute Rechenzeit nicht
immer garantiert werden kann und dass die Berechnung einer optimalen Losung
in Extremfillen viele Stunden oder gar Tage dauern kann. Es wurde jedoch aufge-
zeigt, dass manche der vorgestellten Approximationsalgorithmen, in der Praxis ein
gutes Approximationsverhéltnis liefern und damit fiir die praktische Anwendung
als durchaus geeignete Alternative erscheinen, wenn eine optimale Losung einer In-
stanz nicht notwendig ist.

Offen ist nach dieser Arbeit weiterhin, ob es fiir die gewdahlte ILP-Beschreibung von
CMI eingrenzbare Klassen giiltiger (facettendefinierender) Ungleichungen fiir Pcy;
gibt und ob diese die Laufzeit einer CMI-Implementation deutlich reduzieren kon-
nen.

Denkbar wire der Ansatz, eine alternative ILP-Beschreibung fiir CMI aufzustellen
und zu untersuchen und durch die dadurch andersartige Struktur facettendefinie-
render Ungleichungen bei der Analyse von Testinstanzen ein Muster zu entdecken,
welches zu verallgemeinerbaren Klassen facettendefinierender Ungleichungen fiihrt.
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Weiterhin ist es moglich, dass durch die Kombination der hier vorgestellten und wei-
terer, hier nicht betrachteter, Approximationsalgorithmen fiir CMI ein praktisches
Approximationsverhaltnis geschaffen werden kann, welches das des in Kapitel 6.3.3
betrachteten Minimum-Algorithmus tibertriftt.

Kostenminimierung in Multi-Interface Drahtlosnetzwerken ist ein tiberaus interessantes
Problem mit hohem Praxisbezug und grofier aktueller Relevanz. Es ist damit sehr
wahrscheinlich, dass sich in Zukunft noch weitere Arbeiten mit diesem Thema be-
schaftigen und hoffentlich weitere interessante Ergebnisse hervorbringen werden.
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