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1 Einleitung

1.1 Motivation und Problemstellung

Viele graphentheoretische Probleme liegen in der KomgilesiilasseN P. Da bis heute nicht
bekannt ist oklP = NP ist, werden effiziente Algorithmen flr solche Probleme gbsu_iegen
zu einem gegebenen Graphen weitere Informationen vor, mot&d@s maoglich sein polynomiel-
le Losungsalgorithmen zu entwerfen. Beispielsweise gilitieBaume derartige Algorithmen.
Aus diesem Grund wurde in den letzten 30 Jahren das Konzejgadanweite entwickelt, die
beschreibt wie ,baum-ahnlich” ein Graph ist. Dazu wird eiragh in eine Baumstruktur zer-
legt, genannt die Baumzerlegung. Eine aquivalente Charsiktemg der Baumweite ist eine
Eliminationsfolge, welche einen Graphen durch Entferrsr Knoten, unter bestimmten Vor-
aussetzungen, zum leeren Graphen uberfuhrt.

Es wurde bereits gezeigt (z.B. in [3], [5] oder [8]), dass &iBIP-schwere Probleme, wie etwa
HAMILTONIAN CIRCUIT, CHROMATIC NUMBER oder WEIGHTED INDEPENDENT SET, in li-
nearer oder polynomieller Zeit auf Graphen mit beschraraemweite gelost werden kdnnen.
Diese bendétigen jedoch eine Baumzerlegung oder eine Elioinsdolge als Input. Die Laufzeit
dieser Algorithmen ist aber meist exponentiell in der Baurteysomit kdnnen sie fur Graphen
mit grofRer Baumweite unpraktisch sein.

Es wurde versucht, Graphen mit beschrankter Baumweitelfeittun Reduktionen zu beschrei-

ben. Eine Reduktion tberfuhrt einen Graphen in einen klem&@raphen. Es wurde eine Menge
von sechs Reduktionen gefunden (z.B. in [4] oder [9]), mit deman genau die Graphen mit
Baumweite kleiner oder gleich drei in einen leeren Graphenfiihren kann. Somit wurden alle

Graphen mit Baumweite héchstens drei durch diese Redukticmemakterisiert. Daniel P. San-

ders hat in [16] und [17] diese Arbeit erweitert und eine Mergn Reduktionsregeln gefunden,
die Graphen mit Baumweite vier charakterisiert. Weiter haieen Algorithmus vorgestellt, der

in linearer Zeit eine Eliminationsfolge zu einem Grapheh Baumweite héchstens vier findet,

oder feststellt, dass der Graph eine grol3ere Baumweite hat.

Diese Arbeit lehnt weitestgehend an die Arbeit von Daniédhders ([16] und [17]) an, wes-
halb die meisten Definitionen und Séatze von dort Gbernommedewn. Ziel dieser Arbeit ist es
einen ersten Einblick in die Theorie der Baumweite zu gebehainige wichtige Eigenschaf-
ten herzuleiten. Wir werden den Sinn des Reduktions-Prezdss Graphen mit beschréankter
Baumweite verstehen und Reduktionsregeln fir Graphen mit Beitenkleiner oder gleich vier



1 Einleitung

kennen lernen. Zum Schluss wird ein Algorithmus implenerhtind analysiert, der in linearer
Zeit entscheidet ob ein Graph Baumweite groR3er als vierziesder der eine Eliminationsfolge
konstruiert.

1.2 Gliederung der Arbeit

Im letzten Abschnitt von Kapitel 1 werden grundlegende Beraiingen und Definitionen be-
handelt, die aus der Graphentheorie bekannt und fundahfiéntée Beschreibung von Graphen
und Reduktionen sind.

In Kapitel 2 wird zun&chst die Baumweite und die damit verlmmah Baumzerlegungen einge-
fuhrt und einige grundlegende Eigenschaften diskutiegit®/werden zwei weitere Definitionen

angegeben, die eingé+Eliminationsfolge und die eines partiellésBaumes, und die Aquivalenz

zur Baumweite gezeigt, woraus weitere Eigenschaften folgarietzten Abschnittes werden

Reduktionen definiert und ihr Eigenschaften diskutiert. Warden sehen, dass Minoren und
Knoten-Eliminierungen wichtige Hilfsmittel zur Beschraily von Reduktionen sind.

Kapitel 3 handelt von den in [17] vorgestellten Reduktiogste. Zun&chst werden die bekann-
ten Reduktionen fur Baumweite zwei und drei wiederholt. Danaicd die Menge aller Reduk-
tionen zur Charakterisierung von Graphen mit Baumweite vidgestellt, wobei wir einfache
Y-A Reduktionen, Leiter Reduktionen und Superstrukturen betieac Zum Schluss wird ge-
zeigt, weshalb diese Reduktionen Graphen mit Baumweitedd@der gleich vier beschreiben.

In Kapitel 4 wird der Algorithmus aus [16] vorgestellt. Zwhét wird das Prinzip des Algo-
rithmus erlautert und anschlie3end die Korrektheit und_chearitat bewiesen. Weiter wird die
Umsetzung des Algorithmus beschrieben und auf mdglichel®me hingewiesen. Im letzten
Abschnitt wird der Algorithmus an partielléaBaumen getestet und die Ergebnisse vorgestellit.

1.3 Grundlegende Definitionen und Bezeichnungen

Ein (endlicher, ungerichteter, einfach&@japh G ist ein geordnetes Paéar = (V,E), wobeiV
eine endliche Menge varnotenist undE C (‘2’)1 eine Menge vorKanten Fir einen gegebenen
GraphenG bezeichné/(G) die Menge aller Knoten unfi(G) die Menge aller Kanten. Wenn
der Graph aus dem Kontext klar ist, dann schreiben wir &ublaw. E anstattV (G) bzw. E(G).

1(‘2/) bezeichnet die Menge aller 2-elementigen Teilmengen von V



1.3 Grundlegende Definitionen und Bezeichnungen

Ein Multigraph ist ein TripelG = (V, E, ¢), wobei(V, E) ein Graph istundp : E — IN=!
eine Abbildung, welche zahlt wie oft eine Kante vorhandenhksir einen Multigraphert: =
(V,E, ¢) ist derzugrunde liegende einfacl@aph(V, E).

Abbildung 1.1 zeigt einen einfachen Graphen (links) un@eiMultigraphen (rechts), wobei der
einfache Graph zugleich der zugrunde liegende einfachpl3ram Multigraphen ist.

Abbildung 1.1: Ein Multigraph und sein zugrunde liegendafacher Graph

Im folgenden betrachten wir nur einfache Graphen, wobeil@éfinitionen mit offensichtlichen
Anderungen auch fir Multigraphen tibernommen werden kannen

Die Vereinigungzweier GrapherG und H ist wie folgt definiert;V (G U H) = V(G) U V(H)

und E(GU H) = E(G) U E(H). Wir nennen einen GrapheH einenTeilgraphvon einem
GraphenG, wennV(H) C V(G) undE(H) C E(G). Der GraphG ist leer, falls V(G) =

E(G) = @. Der leere Graph wird miK, bezeichnet.

Zwei GraphenG und H heienisomorph wenn eine bijektive Abbildung : V(G) — V(H)
existiert, sodass folgendes giftv, w} € E(G) < {p(v),p(w)} € E(H). Dann heif3p Iso-
morphismus von G nach bind wir schreiberG = H.

Die Knotenv,w € V sindadjazent falls {v,w} € E. In diesem Fall istv ein Nachbarvon
v. Die Nachbarschafteines Knoterw ist die Menge aller Nachbarn vom N(v) = {w €
V|{v,w} € E}.

Eine Kantee € E ist inzidentmit einem Knoterv € V, wennv € e. Der Grad eines Knoten
v € Vist die Anzahl der mit ihm inzidenten Kantefeg (v) = |{{v,w} € E}|.

Ein GraphG heil3tvollstandig wennE = (V(ZG)), also wenn zwischen jedem Knotenpaar eine

Kante existiert. Fir eine Menge von Knotéh C V bezeichneG[W] = (W, (%) N E) denvon
W induzierten Teilgraphewon G. Eine Menge von Knoteftv C V hei3tClique, wennG[W]
vollstandig ist.

Fur einen Graphetx undov, w € V wird mit G + vw der Graph bezeichnet, der entsteht, wenn
man die Kante{v, w} zur Kantenmengé& hinzufiigt: G + vw = (V,EU {{v,w}}) und mit
G — vw der Graph bezeichnet, der entsteht, wenn man die Kagnte } aus der Kantenmenge
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E entfernt:G — vw = (V,E\ {{v,w}}). Fur einv € V wird mit G — v der GraphG[V \ {v}]
bezeichnet. Fur eim ¢ V wird mit G 4+ v der Graph bezeichnet, der entsteht, wenn man den
Knotenv zu V hinzufugt:G +v = (V U {v}, E).

Fur einen Knotem bezeichnet man mi « v den Graphen, der entsteht, wenn man in die Menge
der benachbarten Knoten voreine Clique einfigt und anschlieRemdntfernt. Diese Operation
wird Knoten-Eliminierungyenannt. Formal:

V(G +0) = V(G)\ {0} und
E(G o) = <E(G) n (V(G)z\ {v})> U {{u,w}|{v,u} € E(G) und{v,w} € E(G)}.

Fur eine Kantd v, w} bezeichnet man m - vw den Graphen, der entsteht, wenn man zunachst
einen neuen Knotem ¢ V(G) und neue Kanten zwischernund den Nachbarn vamundw hin-
zufuigt und anschliel3end die Knotemndw entfernt. Diese Operation witfanten-Kontraktion
genannt. Formal:

V(G-vw) =V(G)\ {v,w}U{u}und
E(G - vw) = (g(c) N (V(G) \2{”'“’})) U {{u,s}|{0,s} € E(G) oder{w,s} € E(G)}.

Abbildung 1.2 zeigt zu jedem Operator ein Beispiel.

Ein Weg(der Langek) mit Anfangsknoterv; € V und Endknoterv, € V ist ein geordnetes
k-Tupel (vy,...,vx) € VEmit {v;,v;,1} € E(G), furallel <i <k — 1. Ein Pfadist ein Weg,
bei dem alle Knoten verschieden sind. Kireis (der Langek) ist ein Weg(v1, . .., o) € VF mit
{vy,v1} € E(G).

Ein Graph heizusammenhangendalls es zu allen Knoten, w € V einen Weg mit Anfangs-
knotenv und Endknoterw gibt. EineSehndst eine Kante, die mit zwei Knoten eines Kreises
inzident ist, aber nicht selbst Kante des Kreises ist.

Ein Waldist ein Graph ohne Kreise. EBaumist ein zusammenh&ngender Wald. Biatt eines
Baumes oder eines Waldes, ist ein Knoten vom Grad 0 oder 1.

Abbildung 1.3 zeigt einen Pfad, einen Kreis und einen Baum (wvis nach rechts).

Fur weiter Definitionen siehe z.B. [10]. Damit haben wir ues@rundlagen geschaffen um
Graphen zu beschreiben und kénnen nun im néchsten KapgedBalimweite eines Graphen
diskutieren.



1.3 Grundlegende Definitionen und Bezeichnungen

G+df Gx*b G-ac

Abbildung 1.2: Beispiele zu verschiedenen Operationen

Abbildung 1.3: Beispiel eines Pfades, eines Kreises unddiaeimes






2 Charakteristik von Baumweite und Reduktionen

Dieses Kapitel gibt eine Einleitung in die Theorie der Bauritevdes werden drei verschiedene
Definitionen vorgestellt und erste wichtige Eigenschafiewiesen. Weiter wird in diesem Ka-
pitel die Anwendung von Reduktionen erlautert und bescknemwieweit diese fir unser Ziel

relevant sind.

2.1 Baumweite und k-Eliminationsfolgen

Die ersten gefundenen Graphen, die eine baum-ahnlich&t&traufweisen, sind Walder und
series-parallel Graphen [8]. Diese Eigenschaft wurdelopeioder Definition generalisiert.

(2.1) Definition: Baumweite

Sei G ein Graph. EinelBaumzerlegungines Graphei ist ein geordnetes Pa&f’, B), wobei
T ein Baumistund = {B; C V(G) | t € V(T)} eine Menge vorTaschensodass folgende
Bedingungen erfllt sind:

1. Utev(r) Bt = V(G).
2. Furjedesv,w} € E(G) gibtes eint € V(T) mit {v,w} C B;.

3. Fir jedesr € V(G) istder von{t € V(T) | v € B:} induzierte Teilgraph von T ein
Baum.

Die Weiteeiner Baumzerlegung@T, B) ist max{|B;| — 1 | t € V(T)}. Die Baumweiteeines
GraphenG ist die minimale Weite einer Baumzerlegung v6rund wird mitt(G) bezeichnet.

Anschaulich verteilt man die Knoten des Graphen in Tascbedass die Taschen eine Baum-
struktur aufweisen. Die-1 bei der Definition der Weite ist nur eine Konvention, damit Béu
eine Baumweite von besitzen. Die dritte Bedingung kann man auch so formuliestass der
induzierte Teilgraph zusammenhéangend sein soll. Wir sehemem Beispiel einige Baumzer-
legungen eines Graphen.
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KO o &%

Abbildung 2.1: Beispiel zu Baumweite 2

(2.2) Beispiel

Abbildung 2.1 zeigt einen Graphen und 3 zugehdrige Baunuamgen. Somit wissen wir, dass
die Baumweite des Graphen hdchsténst. Es ist auch leicht zu sehen, dass der Graph keine
kleinere Baumzerlegung besitzt, denn sonst ware er ein Baum.

Ein Grund, warum diese Definition die Baumahnlichkeit eineapgen gut charakterisiert, ist
folgender. Baume haben die Eigenschaft, dass sie durchreetfeiner Kante in genau zwei
Komponenten zerfallen. Baumzerlegungen ubertragen digem&chaft auf kleine Knotenmen-
gen. Das folgende Lemma beschreibt diese Eigenschatft.

(2.3) Lemma: [10]

Es sei(T, B) eine Baumzerlegung eines Graph@n{t;,t,} € E(T) und Ty, T, die Kom-
ponenten voril’ — t1tp, mit £y € T7 undt, € T,. Dann trenntB;, N B;, die Knotenmengen
Uy = User, Br undUz = Uyer, Bt in G (Abbildung 2.2).

Dieses Lemma ist fur unser Vorgehen irrelevant, weshalluel aicht bewiesen wird. Jedoch
verdeutlicht es, weshalb diese Definition sinnvoll ist unelshalb man Baumzerlegungen mit
maoglichst geringer Weite sucht.

Folgende Lemmata folgen direkt aus der Definition und sifghtezu beweisen. Sie geben zwei
Grundlegende Eigenschaften von Baumzerlegungen an. Dieteev wir im Verlauf haufiger
verwenden.

(2.4) Lemma

WennG ein Teilgraph vorf ist, dannistt(G) < t(H).

Beweis

Sei (T, B) eine Baumzerlegung voil der Weitek. Es folgt direkt, das$T, U;cv(r){Bt N
V(G)}) eine Baumzerlegung VoG ist, mit der Weite hdchsteris QED



2.1 Baumweite un@-Eliminationsfolgen

Abbildung 2.2:V;, N V;, trenntU; von U, in G [10, S. 280]

(2.5) Lemma
Sei(T, B) eine Baumzerlegung eines GraphenndW C V eine Clique vorG. Dann existiert
eint € V(T), sodas3V C B;.

Beweis

Wir fuhren eine Induktion nach = |W| durch. Bedingung 1. der Definition einer Baumzerle-
gung besagt, dass jeder Knoten in einer Tasche enthaltermsess, und mit Bedingung 2. ist
der vollstandige Graph auf zwei Knoten in einer Tasche dtatmaAlso gilt die Behauptung fur

k = 1 undk = 2. Wir nehmen also an, dass die Behauptung fir ein fésge#te. Sei nuiv eine
Cliqgue vonG mit |[W| = k4 1 und (T, B) eine Baumzerlegung vo@. Weiter seiv ein Kno-
ten ausW. DaW \ {v} eine Clique der Kardinalitdt ist, gibt es nach Induktionsvoraussetzung
eine TascheB;, mit W\ {v} C B;. Wenn wir annehmen, dass die Behauptung falsch ist, gibt
es zwei Nachbarn undw von v, so dasqv, u} und{v, w} in zwei verschiedenen Taschép,

B; liegen, da ansonsten alle Nachbarn wvoand der Knoterv selbst in einer Tasche enthalten
waren. Mit Bedingung 3. der Definition einer Baumzerlegungtfalann, dass je ein Weg im
BaumT zwischenB; und B,, zwischenB; und B; und zwischerB, und B; existieren muss, was
ein Widerspruch zur Kreisfreiheit voR ist. Also gibt es eine Tasche, di€ enthalt. Q9ED

Mit Hilfe dieses Lemmas kdnnen wir im folgenden Beispiel wetsen eine minimale Baumzer-
legung zu konstruieren.
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(2.6) Beispiel

Wir untersuchen einen ahnlichen Graphen (Abbildung 2.8)iwBeispiel 2.2. Wenn wir versu-
chen eine Baumzerlegung der Weite 2 zu konstruieren, erhaitevegen Lemma 2.5 zunachst
3 Taschen mit je einer Clique der Grof3e 3. Diese UberdeckerKalten, bis au{2,6}. Wenn
wir die Weite nicht erh6hen wollen, bendtigen wir eine wedtéasche, die diese enthélt. Diese
4 Taschen kénnen aber nicht in einer Baumstruktur angeovdgrelen (auch nicht unter Zuhil-
fenahme weiterer Taschen), sodass Bedingung 3. der Ddfiiti@r Baumzerlegung erfullt ist.
Also ist die Baumweite des Graphen 3.

1 @ @ @
3 @

Abbildung 2.3: Beispiel zu Baumweite 3

Da wir Graphen mit beschrankter Baumweitdetrachten wollen (vor allem fik = 4), ist
folgende Definition nitzlich.

(2.7) Definition
Die Menge aller Graphe@ mit 7(G) < k wird mit TW; bezeichnet.

Nun kommen wir wie vorher angesprochen zu einer aquivate@tearakterisierung von Baum-
weite, namlich die einet-Eliminationsfolge.

(2.8) Definition: k-Eliminationsfolge

SeiG = (V,E) ein Graph mit|V| = n. Wir nennen eine Folge von Knotény, ...,v,) € V"
einek-Eliminationsfolgedes Grapheit, falls allev; verschieden sind und fir jedésnit 0 <
i < n der Grad vom Knotem;,, in dem Grapheit;; = G * vq * - - - % v; hOchsteng ist, wobei
Go = G.

Einek-Eliminationsfolge ist also eine Reihenfolge aller Knoteie,nacheinander durch die Ope-

ration « (Knoten-Eliminierung) entfernt werden, wobei jeder Kngtder entfernt wird, héchs-
tens Gradc hat.

10



2.1 Baumweite un@t-Eliminationsfolgen

(2.9) Beispiele

Wenn wir die Graphen aus den Beispielen 2.2 und 2.6 betractiéem besitzt keiner der Gra-
phen eine 1-Eliminationsfolge, da alle Knoten Grad groflterlahaben. Zum ersten Graphen
kann man jedoch eine 2-Eliminationsfolge finden, wie in Adilong 2.4 dargestellt wird. Beim

RRAQ7

Abbildung 2.4: 2-Eliminationsfolge zum Graphen aus Beispi2

zweiten Graphen sieht man, dass man den vollstandigen &magpti 4 Knoten erhélt, wenn man
2 Knoten vom Grad 2 eliminiert. Somit besitzt dieser Grapheine 3-Eliminationsfolge, wie
Abbildung 2.5 zeigt.

Admy =

Abbildung 2.5: 3-Eliminationsfolge zum Graphen aus Beikspié

Diese Beispiele lassen folgenden Satz vermuten, dort weddduivalenz zur Baumweite be-
schrieben.

(2.10) Satz: Aquivalenz von Baumweite und-Eliminationsfolgen
Ein Graph hat Baumweite hochstengenau dann wenn er eikeEliminationsfolge besitzt.

Beweis

= In dieser Richtung zeigen wir, dass ein Graphmit Baumweite hochstens eine k-Eli-
minationsfolge besitzt. Sei al§d@’, B) eine Baumzerlegung vo@ der Weitek. Wir verwenden
eine vollstandige Induktion nach = |V(T)|. Fallsn = 1 ist, dann ist|V(G)| < k+ 1 und
jede Permutation der Knoten va@nist einek-Eliminationsfolge. Die Behauptung gelte also fur
ein beliebiges:. Sei also|V(T)| = n+ 1,1 € V(T) ein Blatt vonT und m der eindeutige
Nachbar vorl. FallsB; C B,,, dannist(T — I, B\ {B;}) eine Baumzerlegung vo@ der Weite
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2 Charakteristik von Baumweite und Reduktionen

kund|V(T)| = n. Dann folgt die Behauptung nach Induktionsvoraussetzumglefnfalls sei
By \ By = {y1,...,y;}. Nach Definition ist jedeg; in keiner anderen Tasche aufBy fiir alle

1 < i < j. Somit ist die Nachbarschaft van in der TascheB; enthalten undN(y;)| < k.
Definiert manH = G * y1 * - - - x y;, dannist(T — [, B\ { B;}) eine Baumzerlegung voH der
Weitek und H besitzt nach Induktionsvoraussetzung difteliminationsfolge. Diese kann durch
Yy1,.-.,Y; zu einerk-Eliminationsfolge vorG erweitert werden.

< In dieser Richtung konstruieren wir zu eirkeEliminationsfolge(v, . . ., v,) eines Graphen
G eine Baumzerlegung der Weite hochsténBie GrapherG; sollen wie oben in 2.8 definiert
werden, fiir allé) < i < n. Wir konstruiert die Baumzerlegur(@”, Bi) von G; rekursiv.G,,_;_1
besteht nur aus den Knoten_y, ..., v,, somit ist die Baumzerlegung trivial. Fir < i <

n —k — 1 hat der Knoterv; .1 im GraphenG; einen Grad von hochsteksind dessen Nachbarn
bilden eine Clique der GréRe héchstdni G;,q. Sei nun(T*!, B'+1) eine Baumzerlegung
von G;;1. Mit Lemma 2.5 wissen wir, dass es eine Tastﬂ‘fé1 gibt, die alle Nachbarn von
v;41 enthélt. Sei nus ¢ V(T'*1) ein neuer Knoten unB; = {v; .1 UN(v;;1)} eine Tasche,
die v;,1 und seine Nachbarn enthéalt, dann (&, B') = (T'*! 4+ s +st, Bt U {B;s}) eine
Baumzerlegung vos; der Weite hdchstenls QED

Also reicht es aus einke-Eliminationsfolge zu konstruieren, um zu zeigen, dasG@ph eine
Baumweite kleiner oder gleickh hat. Unser Algorithmus wird solch eine Folge konstruieren,
falls sie existiert, um zu zeigen, dass ein Graph Baumweémé&it oder gleich vier besitzt. In
der Speicherung liegt auch der Vorteil dieser Definition. d3asich nur um eine Permutation
der Knoten handelt ist diese sehr leicht zu speichern. FimBategungen muss der Inhalt
jeder Tasche und die Baumstruktur gespeichert werden, wasctiehoheren Speicherbedarf
hat. Jedoch liegt der Vorteil einer Baumzerlegung darinsdaan diese leicht andern kann.
Beispielsweise kann man neue Taschen hinzufligen, oderligsegié Taschen entfernen. Auch
wird erst dadurch die grobe Struktur des Graphen deutlich.

Wie in der Einleitung bereits erwahnt, gibt es Algorithmdi viele N P-vollstandige Probleme
in linearer Zeit fur einen Graphen l6sen, vorausgesetziegs éine Baumzerlegung oder eine
k-Eliminationsfolge vor. Unser Algorithmus kann dann dierdfeit hierfur verrichten, indem
er solch eine Eliminationsfolge findet.

2.2 Partielle k-B&aume und chordale Graphen

In diesem Abschnitt geben wir eine weiter Charakterisieruog Graphen mit beschrankter
Baumweite an. Dadurch kénnen wir einige weitere Eigensehdifierleiten. Vor allem ist un-
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2.2 Partielle k-Baume und chordale Graphen

ser Ziel das Korollar 2.20, dass wir spater in vielen Beweisendtigen. Zunachst fihren wir
eine neue Klasse von Graphen ein.

(2.11) Definition: k-Baum
Die Klasse vork-Baumernist induktiv wie folgt definiert:

 Ein vollstandiger Graph mit Knoten ist eink-Baum.

* Ein k-Baum G mit n + 1 Knoten kann aus eineimrBaum H mit n Knoten konstruiert
werden, indem man einen neuen Knoten hinzufugt, der zu geréoten adjazent ist,
welche ein&-Clique vonH bilden.

(2.12) Bemerkung
Vollstandige Graphen adfundk + 1 Knoten sindk-Baume

(2.13) Beispiel
Abbildung 2.6 zeigt wie man einen 3-Baum mit 7 Knoten aus eimelstandigen Graphen auf
4 Knoten konstruieren kann.

Abbildung 2.6: 3-Baume mit 4,5,6 und 7 Knoten

Mit dem folgenden Satz kénnen wir die Baumweite weBaumen leicht bestimmen.

(2.14) Satz
Jederk-Baum hat Baumweite hochstehs

Beweis

Wir verwenden eine Induktion nach der Anzahl der Knotgemwobei eink-Baum mitk Kno-

ten offensichtlich Baumweité — 1 hat. Die Behauptung gelte also flr ein beliebigesSei

nunG = (V,E) ein k-Baum mitn 4+ 1 Knoten. Nach Definition gibt es ein € V, sodass
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2 Charakteristik von Baumweite und Reduktionen

G[V \ {v}] eink-Baum ist und die Nachbarn vaneine CliqueK der Grol3ek bilden. Mit der
Induktionsvoraussetzung h&{V \ {v}| Baumweite hdchsterisund eine dazugehérige Baum-
zerlegung T, B). Mit Lemma 2.5 gibt es eine TasciBe, die alle Nachbarn von enthélt. Sei nun

s ¢ V(T)undBs = KU {v}, dannistl’ = (V(T) U {s}, E(T)U{s,t}) undB’ = BU {Bs}
eine Baumzerlegung voa der Weitek. QED

Im folgenden wird eine weitere Klasse von Graphen eingéefiihd der Bezug zur Baumweite
gezeigt.

(2.15) Definition: Partieller k-Baum
Ein partieller k-Baumist entweder ein Graph mit weniger &&noten, oder ein Teilgraph eines
k-Baumes mit der gleichen Knotenmenge.

(2.16) Satz: Aquivalenz von Baumweite und partiellerk-Baumen
G ist ein partiellerk-Baum, genau dann, werth eine Baumweite hdochstehdesitzt.

Beweis
= In diese Richtung wollen wir zeigen, dass jeder partiellBaum Baumweite hochstems
besitzt. Das folgt direkt aus der Definition 2.15, Lemma 4d Gatz 2.14.

<: In dieser Richtung wollen wir zeigen, dass jeder Graph mitrBagite hochsteng ein
partiellerk-Baum ist. Sei als& = (V, E) ein Graph und T, B) eine Baumzerlegung vo@
der Weite hochstenk. Wenn wir zeigen, dass eitBaumH = (V,E') existiert, sodass fur
jedest € T der GraphG|[B;| Teilgraph einer Clique der Grofke+ 1 von H ist, dann folgt die
Behauptung. Dies zeigen wir durch Induktion nack- |V|. Der Falln < k + 1 folgt entweder
aus der Definition 2.15 oder aus Bemerkung 2.12. Wir setzeaugordass die Behauptung fur
ein festesn gilt. Sei nunn > k+ 1 undt € V(T) ein Blatt vonT mit dem eindeutigem
Nachbarrs € V(T). FallsB; C Bg, kdnnen wir das Blatt ausT entfernen und mit der Gbrigen
Baumzerlegung fortfahren. Sei andernfallger einzige Knoten irB; \ B; (ansonsten kanB;
in Blattknoten aufgeteilt werden, sodass der entstandem¢eiindie Bedingung erfillt). Da
nicht in B; enthalten ist, fur # t, missen alle Nachbarn vanin B; enthalten sein. Jetzt
kénnen wir die Induktionsvoraussetzung auf den Graphgn \ {v}] und die Baumzerlegung
(T[V(T) \ {t}], B\ {B:}) anwenden und erhalten einkiBaumH’. Damit istG[B;] Teilgraph
einer Clique der GroBe+ 1 in H'. Da alle Nachbarn von (héchstengk Stiick) in B liegen,
induzieren sie einen Teilgraph eireClique C von H' in G. Somit kénnen wir den Knotemzu
der CliqueC hinzufiigen und erhalten eirfé + 1)-Clique und damit dek-BaumH. QED

Da die Baumweite von partiellearBaumen durctk beschrankt ist und diese leicht zu konstru-
ieren sind, werden sie uns helfen, den in Kapitel 4 vorgksteAlgorithmus zu testen und zu
analysieren.
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2.2 Partielle k-Baume und chordale Graphen

Ein leichtes Kriterium, welches uns eine untere Schrankedi@ Baumweite liefert und uns
gleichzeitig fur feste% eine lineare Schranke fur die Anzahl der Kanten liefertfakjendes.

(2.17) Lemma
Ein GraphG habe eine Baumweite von hochstén®ann gilt|E(G)| < k|V(G)|.

Beweis
Ein k-Baum hat nach Definition gena{fékz_—l) +k(|V] —k) = k|V]| — k(kz—“) < k|V| Kanten.
Also hat ein partiellek-Baum hdchstens so viele. QED

Jetzt kommen wir zu einer wichtigen Eigenschaft veBaumen. Auch wenn diese nicht auf
partiellek-Baume zutrifft, hilft sie uns Graphen mit beschrénkter Bawitevzu beschreiben.

(2.18) Definition: chordal
Ein GraphG ist chordal wenn jeder Kreis der Lange grof3er als JHreine Sehne besitzt.

(2.19) Satz
k-Baume sind chordal.

Beweis

Sei eink-BaumG = (V,E) gegeben. Wir beweisen die Aussage mit vollstandiger Indokt
nach|V| = n, wobei der Induktionsanfang = k ist. Dann istG der vollstandige Graph auf
k Knoten und ist chordal, da er jede mogliche Kante enth&k. Behauptung gelte also fur ein
beliebiges:. Furn > k gibt es nach Definition einen Knoter; dessen Nachbarn eikeClique
bilden und sodas§ — x eink-Baum ist. Mit der Induktionsvoraussetzung@st- x chordal. Sei
C ein Kreis der LAnge mindestens 4. Fallkein Knoten des Kreises ist, dann liaeine Sehne,
dennG — x ist chordal. Ansonsten seienz mit y # z zwei Nachbarn vorx in C. Dann ist
{y, z} eine Sehne vor, da die Nachbarschaft voneine Clique bildet. QED

(2.20) Korollar
Jeder Graph auBW; ist ein Teilgraph eines chordalen Graphel'iv,.

Beweis
Jeder Graph mit Baumweite hochsténst Teilgraph eines-Baumes. Dieser wiederum ist chor-
dal und hat Baumweite héchsteins QED
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2 Charakteristik von Baumweite und Reduktionen

Mit Hilfe dieses Satzes wissen wir, dass wenn wir einen Geaggh € TW, haben, der einen
Kreis (a,b,c,d) besitzt, dann entwedet + ac € TW, oderG + bd € TW; ist. Dies werden
wir in vielen Beweisen in Kapitel 3 benutzen.

Wir wollen uns im folgenden speziell mit Graphen dtig/, beschéaftigen. Mithilfe von Reduk-
tionen wollen wir ein Verfahren aufstellen, dass die Megdikchaft eines GraphenTiV, testet.

2.3 Reduktionen

Bevor wir konkrete Reduktionen angeben kdnnen, missen wigiarsal Reduktionen beschrei-
ben. Wir wollen Teile eines Graphen durch kleinere Teile&en. Diesen Vorgang wollen wir
als Reduktion definieren.

(2.21) Definition: Zerlegung
EineZerlegungeines Graphef ist ein Tripel(A, B, (vy, ..., vx)), wobei A und B Teilgraphen
von G sind mitE(A) UE(B) = E(G),E(A)NE(B) =@ undV(A)NV(B) = {vy,...,v}.

Mit Hilfe einer Zerlegung kdnnen wir einen Graph in zwei Gedphen trennen, sodass die Ver-
einigung dieser wieder den urspriinglichen Graphen ergebeiese nur eine endliche Menge
von Knoten gemeinsam haben.

(2.22) Definition: Struktur

Eine StrukturS ist ein Paa(G(S), (ug,...,u;)), wobeiG(S) ein Graph ist undiy, ..., u; ver-
schiedene Knoten vod(S) sind, genannt didnkerknotewon S. Alle tibrigen Knoten vort (S)
werdeninnere Knotervon S genannt. Fur eine Struktgrdefinieren wirV(S) = V(G(S)) und
E(S) = E(G(S)).

Zwei StrukturenS = (G(S), (u,...,u;)) und T = (G(T), (vy,...,vx)) heillenisomorph
wennj = k ist und es einen Isomorphismpson G(S) nachG(T) gibt, mitp(u;) = v; fur alle
1<i<y.

Ein GraphG enthalt eine Struktur Svenn es eine Zerlegun@, B, (vy,...vx)) von G gibt,
sodasgB, (vy, ... vx)) isomorph zuS ist. Fur einen Knoter € V(G) enthalt G die Struktur S
bei x wennG die StrukturS enthélt, sodass die isomorphe Kopie ¥im G x als einen Knoten
besitzt.

Fur zwei GrapherG und H und zwei Strukturers und T ist der GraphH aus G entstanden
durch Ersetzen von S durch WennG eine Zerlegund A, B, (v1,...vx)) und H eine Zerle-
gung (A, C, (vq,...v)) haben, sodassB, (vy, ... vx)) isomorph zuS ist und (C, (vy, ... vx))
isomorph zu T ist.
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2.3 Reduktionen

Eine Struktur ist also ein Teilgraph, der zum restlichengBem nur Gber die Ankerknoten ver-
bunden ist. Diese Struktur konnen wir dann durch eine arfsievdtur ersetzen. Bei Reduktionen
wird stets eine Struktur durch eine Kleinere ersetzt.

(2.23) Definition: Reduktion

Eine Reduktionist ein Paar von Strukture(Sg, Tr) mit der gleichen Folge von Ankerknoten
und[V(Sg)| > |V(TR)|.

Fur GrapherG, H und eine ReduktioR ist der GraphH aus G entstanden durch Anwendung
von R wenn H aus G entstanden ist durch ErsetzenSgpdurchTy.

Fur eine ReduktiorR definieren wir die Ordnungd <r G, wenn es eine Folge von Graphen
H = Gy,...,Gy = G gibt, sodass fur jedes < i < k, G; ausG;,1 entstanden ist durch
Anwendung vorR.

Fur eine MengeA von Graphen heil3t eine Reduktidnrsicher wenn fur alle Graphetr, H mit
H<gGqit: Ge A< H e A.

Ein GraphG enthélteine Reduktiork, wennG die StrukturSg enthalt und jede Kante zwischen
zwei Ankerknoten mit mindestens einem Knoten inzidentdegsen Bild inG einen Grad von
héchstens in G hat.

Eine MengeQ von Reduktionen hei3A-vollstandig wenn jeder nicht-leere Graph iA ein

R € Q enthalt.

Eine Anwendung einer Reduktion auf einen Graphen ist als& @las man sich intuitiv darunter
vorstellt. Man nimmt einen Teil des Graphen, der vom Restegatrist, und ersetzt ihn durch
einen kleineren Graphen. Unser Ziel ist es, Graphen mit &aemweite kleiner oder gleich vier
durch Reduktionen zu charakterisieren. Wir wollen Reduleivangegeben, die durch Anwen-
den dieser, die Baumweite von Graphen nicht erhéhen und mérdman von der Baumweite
des kleineren Graphen auf die Baumweite des groReren Graadiel3en kann. Also muss
diese Mengdl'W,-sicher sein. Wenn diese Menge zudem ndéHM,-vollstandig ist, dann cha-
rakterisiert diese Menge von Reduktionen genau die Grapbged@&,. Denn wir kdnnen mit
dieser Menge einen Prozess aufstellen, welcher die Mitgtieaft eines Graphen iV, testet.
Fur einen Graphefr sucht man eine Reduktion aus dieser Menge. Wenn eine gefundele,
dann wendet man diese an und erhalt einen Graphdss ist alsoH € TW, genau dann wenn
G € TWy. Jetzt wendet man das Verfahren dfifan u.s.w. Falls in einem Schritt der Graph
keine Reduktion besitzt, dann ist er nichtimV, enthalten, da die MengEW;-vollstandig ist.
Somit ist dann der urspriingliche Graghnicht in TW, enthalten. Ansonsten wird in jedem
Schritt eine Reduktion gefunden und, da sich die Anzahl det&mverringert, terminiert dieser

IDiese Einschrankung ist fiir den spater vorgestellten Adgmus notwendig und wird in Kapitel 4 erlautert.
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2 Charakteristik von Baumweite und Reduktionen

Prozess mit dem leeren GraphEp. Der Algorithmus aus Kapitel 4 wird genau nach diesem
Prinzip arbeiten.

(2.24) Bemerkung

Wenn wir zeigen wollen, dass eine Redukti®m-sicher ist, und wir zwei Graphdi und H mit
G <gr H gegeben haben, dann kdnnen wir 0.B.d.A. annehmen(dassH entstanden ist durch
Anwendung vonR. Weiter kdnnen wir der Einfachheit halber annehmen, dassSttiukturen
einer Reduktion gleich anstatt isomorph sind zu den TeilerZddegung von Graphen.

(2.25) Beispiel

Abbildung 2.7 zeigt eine ReduktioR = (Sg, Tx) und drei Grapheia, H und J, wobeiG die
ReduktionR, bzw. die StruktuSi enthélt und/ nicht. Dabei ist der GrapK ausG entstanden
durch Anwendung voriR. In den Strukturen werden die Ankerknoten schwarz dartiestel
die inneren Knoten weil3.

A NNVAVAONRVAVAVANR N

Abbildung 2.7: Beispiel zu Reduktionen

Minoren und Folgen von Knoten-Eliminierungen sind wichtigilfsmittel um Reduktionen zu
beschreiben. Aus diesem Grund fihren wir weitere Bezeiohemein.

(2.26) Definition

Ein GraphG ist ein Minor des GrapherH, falls G isomorph zu einem Graphen ist, der aus
Anwenden endlich vieler Kanten-Kontraktionen auf eineiigfaphen von H entsteht. Wir defi-
nieren fur zwei Graphea undH, G <,;, H, wennG ein Minor vonH istundG <, H, wennG
isomorph zu einem Graphen ist, der aus Anwenden von endidénvKnoten-Eliminierungen
von Knoten mit einem Grad héchstens 4 &lentsteht.

18



2.3 Reduktionen

(2.27) Definition: 4-Sterne Reduktion
Wir nennen eine ReduktioR = (Sg, Tr) eine4-Sterne ReduktionvennG(Tr) <. G(Sg).

4-Sterne Reduktionen sind algorithmisch sehr wichtig. D&amn die Anwendung der Redukti-

on durch eine einfache Folge von Knoten-Eliminierungerchesben werden. Wenn eine Folge
von 4-Sterne Reduktionen also einen Graphen in den leerggh@maiberfuhrt, dann ist eine 4-

Eliminationsfolge konstruiert, die zeigt, dass der Graiple 8aumweite von hdchstens 4 besitzt.
Andererseits lasst sich aus Reduktionen, die einen Graphéen leeren Graphen tberfihren,
aber keine 4-Sterne Reduktionen sind, nur schwer eine 4itditionsfolge bestimmen.

Folgende Lemmata betreffen Aussagen, die die Baumweite wark®h und Knoten-Eliminier-
ungen beschreiben. Diese Aussagen sind fur uns wichtigetiaReduktionen darauf zurtickge-
fuhrt werden kdnnen.

(2.28) Lemma
WennG € TW, undH <, Gist, dannist aucttd € TW,.

Beweis

Sei 0.B.d.A.H = G - vw fur {v,w} € E(G). Seiu die Bezeichnung des neuen Knotendin
und (T, B) eine Baumzerlegung der Weite héchsténson G. Zu B; mit t € V(T) definiere
Bi = By, fallsv,w ¢ By, undB; = B¢\ {v,w} U {u}, sonst. Dann istT, U,cy(1){B;}) eine
Baumzerlegung voil mit Weite hdchstenk, was leicht zu sehen ist. QED

(2.29) Lemma
WennG € TW, undG <, H ist, dann ist auctt € TWj,.

Beweis

Sei 0.B.d.A.G = Hxuv fureinv € V(H), wobei der Grad vorw hochstens 4 ist. Nach Vor-
aussetzung hak eine 4-Eliminationsfolgd vy, ..., v,). Dann ist auch'v, vy, ...,v,) eine 4-
Eliminationsfolge vornH, die zeigt, das$l Baumweite hdochstens 4 hat. QED

(2.30) Lemma
WennG <r H bereitsG <,;, HundG <, H impliziert, dann istR TWy-sicher.

Beweis

Wir missen zeigen, dass € TWy; & H € TW, gilt. Wenn G € TW,, dann folgt mit
Lemma 2.29, dasH € TW, und wenn umgekeh#d € TW,, dann folgt mit Lemma 2.28, dass
G € TW,. Also gilt die Aquivalenz. QED
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2 Charakteristik von Baumweite und Reduktionen

Mit Hilfe dieser Lemmata konnen wir die Sicherheit der mamsReduktionen im n&chsten Kapi-
tel beweisen. Dort wollen wir einEW;,-vollstandige Menge vofi'W,-sicheren 4-Sterne Reduk-
tionen aufstellen. Wir kbnnen aber nicht hoffen, dass diésege endlich ist, dennin [14] wurde
folgender Satz bewiesen, wobei eia&terne Reduktion die natirliche Verallgemeinerung einer
4-Sterne Reduktion bezeichnen soll.

(2.31) Satz

Fur jede natirliche Zaht > 4 gibt es keine endlichd W;-vollstdndige Menge vorT W;-
sicherenk-Sterne Reduktionen.
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3 Reduktionsregeln

In diesem Kapitel werden all€W,-sichere Reduktionen vorgestellt, die eifigV,-vollstandi-
gen Menge bilden. Auf diesen wird unser Algorithmus aus kdgi aufbauen. Alle, bis auf die
in Abschnitt 3.1, wurden von Daniel P. Sanders gefunden wimth&n auch in [16] oder [17]
nachgelesen werden. Zunachst werden alle Reduktionenetéfoioch erst im letzten Abschnitt
wird klar, warum diese ein€W,-vollstandige Menge bilden.

Wir beginnen mit einer Reduktion, die fiir unseren Algoritlerawar nicht notwendig ist, die
uns aber hilft die Sicherheit anderer Reduktionen zu zeigen.

(3.1) Stern-O Reduktion
Die ReduktionRsp = (Sso, Tso) wird definiert durch Abbildung 3.1.

Abbildung 3.1: SO Reduktion

In allen Abbildungen von Strukturen dieses Kapitels soiehwarze Knoten die Ankerknoten
bezeichnen und weil3e die inneren Knoten.

(3.2) Lemma
Die SO Reduktion ist eind W,-sichere 4-Sterne Reduktion.

Beweis

SeienG und H Graphen miiG <sp H. Wir kbnnen 0.B.d.A. annehmen, daSsausH entstan-
den ist durch Anwendung va$O. FallsG € TWy, dann ist mit Lemma 2.29 audd € TWy,
daG = H = x. Damit folgt vor allem, das§SO eine 4-Sterne Reduktion ist. Fall§ € TW,y,
dann ist entwedeH + ac € TW, oderH + bd € TWy, da(a, b, c,d) ein Kreis der Lange 4 ist
und mit Korollar 2.20 eine Sehne hinzugefligt werden kanneatie Baumweite zu erhéhen. Da
G = (H +ac) - bx = (H + bd) - ax istin beiden Fallen mit Lemma 2.28 € TW,. QED

Der Beweis zeigt uns auch, wie wir die gewonnenen ErgebnissKapitel 2, wie Korollar 2.20,

Lemma 2.28 und Lemma 2.29, dazu benutzen kdnnen um die Ba&handerer Reduktionen zu
zeigen.
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3 Reduktionsregeln

3.1 TW3-sichere Reduktionen

Zunéchst wird diél'Ws-vollstdndige Menge voff Ws-sicheren Reduktionen vorgestellt, die als
erstes von Arnborg und Proskurowski in [4] gefunden wurd&ir.werden sehen, dass diese
auchTWg-sicher sind.

(3.3) TW2 Reduktionen
Die ReduktionenRzero = (SZero; TZero), Rone = (SOner TOne) und Rseries = (SSeries TSerieQ
werden durch Abbildung 3.2 definiert.

W
\Y

\'
e} \Y u W
SZero SOne SSeries

\' u W

[ J [ @
TZero TOne TSeries

Abbildung 3.2:TW,-sichere Reduktionen

Durch die ersten beiden Reduktionen werden Graphen mit Baiientyealso Baume und Wal-
der, beschrieben. Das ist ziemlich offensichtlich. Mit Zigmahme der letzten Reduktionsregel
kann man Graphen mit Baumweite 2, also series-parallel @rgpiharakterisieren.

(3.4) TW3 Reduktionen

Die ReduktionenRrrangle = (STriangIe TTriangIe), Rpuddy = (SBuddy/ TBuddy) und Rcype =
(Scube Tcube) Werden durch Abbildung 3.3 definiert.

Diese 6 Reduktionen bilden eirl@V;-vollstandigen Menge void Ws-sicheren Reduktionen.
Wir werden in Abschnitt 3.4 sehen, dass digbe-Reduktion in der Meng€ M enthalten ist.
Nun sehen wir, dass diese auEiW,-sicher sind, mithilfe von Minoren und Knoten-Eliminier-
ungen.

(3.5) Lemma
Die Reduktionen aus (3.3) und (3.4) sif@V,-sichere 4-Sterne Reduktionen.
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3.2 Einfache YA Reduktionen

u v u Y, u ¢ Y,
% x% ;y X\_Cg:/y
W W W

STriangIe SBuddy SCube
w w W
TTriangIe TBuddy TCube

Abbildung 3.3:TW;3-sichere Reduktionen

Beweis

SeiR = (Sg, Tr) eine der genannten Reduktionen. Man sieht, dass fur alle Redak Ty
aus Sy einerseits durch Knoten-Eliminierungen von Knoten vomdshéchstens 4 entsteht,
andererseits auch durch Kanten-Kontraktionen. AlsoTgilt<, Sg undTgr <;,, Sg und somit
fur GraphenG und H mit G <z H auchG <, HundG <,, H. Mit Lemma 2.30 folgt die
Behauptung. QED

3.2 Einfache Y- A Reduktionen

Dieser und der nachste Abschnitt handeln von Reduktionendutich Knoten-Eliminierungen
vom Grad 3 beschrieben werden kdnnen. Deswegen nennt nsndeReduktionen. Zunachst
betrachten wir einfache ¥ Reduktionen, deren Sicherheit &hnlich wie in 3.1 gezeigtemer
kann.

(3.6) YO und H7 Reduktionen
Die ReduktioneRyo = (Syo, Tyo) und Ry7 = (Sn7, Twz) werden durch Abbildung 3.4 defi-

Abbildung 3.4: YO und H7 Reduktionen
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(3.7) Lemma
Die YO Reduktion ist eind' Wy-sichere 4-Sterne Reduktion.

Beweis

Klar ist YO eine 4-Sterne Reduktion, da(Typ) <« G(Syp). SeienG und H gegeben mit
G <yp H, wobei wir 0.B.d.A. annehmen kénnen, dassaus H entstanden ist durch An-
wendung vonYO. FallsG € TWy, dann ist mitG = H x x und Lemma 2.2H € TW,.
Sei nunH € TWy. Da(a,y,x,z) ein Kreis der Lange 4 ist, kdnnen wir mit Korollar 2.20
eine Sehne einfligen, ohne die Baumweite zu erhéhen. Hallsax € TW,, dann enthalt
J = (H + ax) - by - cz die StrukturSgp bei x und somit ist mit Lemma 2.28 und Lemma 3.2
J*x € TWy. Wegen] xx = G xy * z ist dann mit Lemma 2.2@ € TW,. Andernfalls ist
H +yz € TWy und, daH + yz die StrukturStyis,e1. beix besitzt, auc{H + yz) * x € TWy
mit Lemma 3.5. Also aucly = H xx = (H + yz) * x. QED

(3.8) Lemma
Die H7 Reduktion ist eind' Wy-sichere 4-Sterne Reduktion.

Beweis

Wieder ist klar, das$17 eine 4-Sterne Reduktion ist. Seien wiedeund H gegeben, sodass
ausH entstanden ist durch Anwendung vai?. WennG € TW;y ist, dannist milG = H % x und
Lemma 2.29 auclH € TWy. FallsH € TW;, ist, dann ist wieder mit Korollar 2.20 entweder
H+ax € TWyoderH +by € TW,. FallsH 4 ax € TW, ist, ist auch mit Lemma 2.28
J] = (H+ax)-cy-dx € TW; und somit wegen Lemma 2.29 urjd= G *y auchG €
TW,. Andernfalls istH + by € TW4 und daH + by die StrukturSy;s,g. bei x besitzt, auch
(H + by) * x € TWy mit Lemma 3.5. Somit auc6 = H xx = (H + by) * x. QED

(3.9) TO und YI Reduktionen
Die ReduktionemrRto = (Sto, Tto) und Ry; = (Syj, Tyi) werden durch Abbildung 3.5 defi-
niert.

Abbildung 3.5: TO und Y1 Reduktionen
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(3.10) Lemma
Die TO Reduktion ist eind Wy-sichere 4-Sterne Reduktion.

Beweis

Klar ist TO eine 4-Sterne Reduktion. Seiéund H gegeben miG <rp H, wobei wir 0.B.d.A.
annehmen kénnen, daésausH entstanden ist durch Anwendung voi®. FallsG € TWy,
dann ist weger: = H * x und Lemma 2.2H € TW;y. Sei nunH € TWy. Da(c,y, x,w) ein
Kreis der Lange 4 ist, kdnnen wir mit Korollar 2.20 eine Sekndiigen, ohne die Baumweite
zu erhéhen. Fall$ + cx € TWy, dannist] = (H +cx) - ay - bz - dw € TW, mit Lemma 2.28.
Da ] die StrukturSgo bei x besitzt, ist mit Lemma 3.2« x € TW, und wegerG * w * i * z =

J * x und Lemma 2.29 aucty € TWy. Andernfalls istH + yw € TW,, wobei H + yz die
StrukturSyiangre beix besitzt. Also auchiH + yw) * x € TW, mit Lemma 3.5 und somit auch
G=Hxx=(H+yw)*x. QED

(3.11) Lemma
Die YI Reduktion ist eind Wy-sichere 4-Sterne Reduktion.

Beweis

Wieder ist klar, das¥’I eine 4-Sterne Reduktion ist. Seien wiedeund H gegeben, sodass
ausH entstanden ist durch Anwendung vibih. WennG € TW; ist, dann ist milG = H * x und
Lemma 2.29 aucltd € TWy. FallsH € TW, ist, dann ist wieder mit Korollar 2.20 entweder
H+ax € TWygoderH +yz € TWy. FallsH +ax € TWy ist, ist auch mit Lemma 2.28
J] = (H+ax)-by-cz-dx € TW4 und somit wegen Lemma 2.29 urfjd= G * y * z auch
G € TWy. Andernfalls istH + yz € TWy und daH + yz die StrukturStg,g. beix besitzt,
auch(H + yz) x x € TW, mit Lemma 3.5. SomitaucG = H * x = (H + yz) * x. QED

3.3 Y-A Leiter Reduktionen

Ziel dieses Abschnittes ist es Leiter Reduktionen zu de@nieDoch um zu zeigen, dass diese
TW;,-sicher sind, missen wir zunachst Dreieck Leiter Reduktianeflhren.

3.3.1 Dreieck Leiter Reduktionen

Mit Dreieck Leiter Reduktionen werden Strukturen eines @Geapdurch &hnliche Strukturen
ersetzt. Deswegen kénnen diese nicht einfach durch Minoden Knoten-Eliminierungen be-
schrieben werden.
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DL
—_—

Abbildung 3.6: DL Reduktion

(3.12) Doppel Leiter Reduktion
Die ReduktionRp; = (Spr, TpL ) wird definiert durch Abbildung 3.6.

(3.13) X Leiter 1 Reduktion
Die ReduktionRy 1 = (Sxr1, TxL1) wird definiert durch Abbildung 3.7.

Abbildung 3.7: XL1 Reduktion

(3.14) X Leiter 2 Reduktion
Die ReduktionRx 2 = (SxL2, TxL2) wird definiert durch Abbildung 3.8.

Abbildung 3.8: XL2 Reduktion

(3.15) Stern Leiter Reduktion
Die ReduktionRs = (Ssi, TsL) wird definiert durch Abbildung 3.9.

Man beachte, dass es sich hierbei nicht um 4-Sterne Redektibandelt, also sind diese fur
unseren Algorithmus unpraktisch. Wie bereits erwéhnsdassich diese Reduktionen nicht mit
Minoren oder Knoten-Eliminierungen beschreiben, somissein wir auf Baumzerlegungen zu-
ruckgreifen um die Sicherheit dieser Reduktionen zu beweiSelgende Bezeichnungen sind
dabei natzlich.
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Abbildung 3.9: SL Reduktion

(3.16) Bezeichnungen

Fur einen BaunT und verschiedene Knotens, t € V(T) wird der eindeutige Knoten, der auf
dem Pfad vomr nachs, auf dem Pfad von nacht und auf dem Pfad vosinacht liegt, alsSchwer-
punktbezeichnet. Fir eine Baumzerleguiiy B) eines Graphe bezeichne miG(T, B) den
Graphen mit Knotenmendé(G) und Kantenmengé{x, y}|3t € V(T) mit {x,y} C B:}.

Es ist leicht zu sehen, dass es fir je 3 Knoten eines Badhgenau einen Schwerpunkt gibt.
Auch ist leicht zu sehen, dass eine Baumzerlegihd3) eines Graphe selbst wieder eine
Baumzerlegung vot: (T, B) ist.

(3.17) Lemma
Die ReduktionerDL, XL1, XL2 undSL sind TWy-sicher.

Wir wollen den Beweis exemplarisch fur diel. Reduktion flhren, alle anderen lassen sich auf
eine &hnliche Weise beweisen und konnen in [17] nachgelgsaten.

Beweis

Seien Graphe und H mit G <p; H gegeben, wobei wir 0.B.d.A. annehmen kdnnen, dass
ausH entstanden ist durch Anwendung vbrL.. Sei zunachst: € TW, und dazu eine passende
BaumzerlegundT, B) von G der Weite 4 gegeben. Wenn es eine TasBhe € V(T), gibt,
sodasyB; N {a,b,c,d,y,z}| > 4,dannist] = Gxyx*z <, G(T,B), da] der vollstandige
Graph auf 4 Knoten ist un@ (T, B) eine 4-Clique enthélt. Das sagt uns mit Lemma 2.28, dass
J € TWyist. AlsoistwegerH xy * x xz = Jund Lemma 2.29 aucH € TWj,. Also kdnnen wir
jetzt annehmen, dass es keine solche Tasche gibt. Wegenad @rbrwissen wir, dass es Knoten
t,ty,t3,ty € V(T) gibt, mit {a,b,y} € t1,{b,y,z} € tr, {c,y,z} € t3und{c,d,z} € t4,
wobei wir ohne Einschrdnkung sagen kénnen, dggs, t4, minimalen Abstand (im Sinne eines
kiirzesten Weges) zy haben. Laut unserer Annahme sind alle Knatgiy,, t3, t4 verschieden.
Seic, der Schwerpunkt voity, t5, t3. Man beachte, das, y} C (By, N By,) und dasc, auf
dem Pfad vort; nacht, liegt. Man beachte weiter, dass= (B, N B, ) undc, auf dem Pfad von
t» nachts liegt. Aus der dritten Bedingung der Definition einer Baumeguing wissen wir, dass
{b,y,z} C B.,. Weil t, der Knoten mit minimalem Abstand ist, der diese Bedingunglierfst

¢» = tr. Analog folgt auch dass; der Schwerpunkt vom, t3, t4 ist. Somit wissen wir, dass es
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einen PfadP in T gibt, beginnend bef;, zunachst tbef,, dann Ubet; und endend bei;. Sei
nunt der Nachbar voris, sodass; undts in verschiedenen Komponenten von- tt5 liegen.
Seithey € V(T) ein neuer Knoten un@ = T — tt3 + fneu+ ttneu+ tnedts. Weiter definieren
wir die KomponenterP; von P — t;, die t; enthalt,P, von (P \ P1) — t3, die t, enthélt und
Py von P — t3, die t4 enthalt. Fir jeden Knoten € V(T \ P) seiAs = Bs \ {y,z}. Fir jeden
Knotens € V(P;) sei A; = B;. Fir jeden Knoters € V(P,) seiA; = Bs \ {z} U {x}.
Fir jeden Knoters € V(Py) seiAs = Bs \ {y}. Weiter seiA,,, = B \ {c} U {x} und
At = By \ {y} U {x}. Jetzt ist leicht zu sehen, dass mit= U,cy(5){As}, (S, A) eine
Baumzerlegung vorH der Weite hochstens 4 ist und somiit € TW,. Sei jetzt umgekehrt
H e TWyundM = H— (V(H) \ {a,b,c,x,y,z}). Definiere] als den Graphen, der aiif
entstanden ist durch Ersetzen vbp; durchSp;, sodasg M, (a,b,z,c)) die Kopie vonTpy,
in H ist. Also istH <p; J und mit dem ersten Teil dieses Beweiges TW,. Dann ist auch
G <y J und mit Lemma 2.2& € TW. QED

Diese 4 Reduktionen konnen wir nun im nachsten Unterabgchamnitenden.

3.3.2 Leiter Reduktionen

Die nachsten 4 Reduktionen sind wieder 4-Sterne Reduktiomeémarden in unserem Algorith-
mus verwendet. Mit Hilfe der Reduktionen aus Abschnitt 3i8tHie Sicherheit wieder leicht
Zu zeigen.

(3.18) Leiter 1 Reduktion
Die ReduktionR| 1 = (Sy 1, T 1) wird definiert durch Abbildung 3.10.

Abbildung 3.10: L1 Reduktion

(3.19) Lemma
Die L1 Reduktion ist eind' Wy-sichere 4-Sterne Reduktion.

Beweis

Klar ist, dasd.1 eine 4-Sterne Reduktion ist. Seieérund H gegeben, sodassausH entstanden
ist durch Anwendung voi1. FallsG € TW; ist, dann ist mit Lemma 2.29 un@ = H x x x y
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3.3 Y-A Leiter Reduktionen

auchH € TW,. Wenn andererseitsl € TW, ist, kbnnen wir mit Korollar 2.20 eine Sehne
zu (x,w,y,z) hinzufugen ohne die Baumweite zu erhdhen. Falls- wz € TW,, dann mit
Lemma 2.28 aucks = (H + wz) - bx - dy € TW,. Andernfalls istH + xy € TW, und somit
auch] = (H + xy) - aw - cz € TW,, wobei ] die StrukturTp; enthélt. Also gibt es eilK,
sodasy <pr K (zweimaliges Anwenden vobL) und G <,, K. Das zeigt mit Lemma 2.28
und Lemma 3.17, dass € TW, ist. QED

(3.20) Leiter 2 Reduktion
Die ReduktionR 2 = (Si2, Ty 2) wird definiert durch Abbildung 3.11.

Abbildung 3.11: L2 Reduktion

(3.21) Lemma
Die L2 Reduktion ist eind' Wy-sichere 4-Sterne Reduktion.

Beweis

Klar ist, dasd.2 eine 4-Sterne Reduktion ist. Seiérund H gegeben, sodassausH entstanden
ist durch Anwendung voh2. FallsG € TW; ist, dann ist mit Lemma 2.29 ur@ = H % x auch
H € TWy,. Wenn andererseitel € TW;, ist, kdbnnen wir mit Korollar 2.20 eine Sehne zum
Kreis (w, z,y, x) hinzufigen ohne die Baumweite zu erhéhen. FHlls- wy € TWy, definiere

J = (H + wy) - cx, ansonsten isH + zx € TW, und dann definier¢§ = (H + xz) - dy. In
beiden Féllenisf € TW, und es gibt eilK, sodasg <x;; Kist (daJ die Strukturl'x;; enthalt)
undG <, K. Mit Lemma 2.28 und Lemma 3.17 folgt, daSsc TW; ist. QED

(3.22) Leiter 3 Reduktion
Die ReduktionR| 3 = (Si3, T 3) wird definiert durch Abbildung 3.12.

(3.23) Lemma
Die L3 Reduktion ist eind'Wy-sichere 4-Sterne Reduktion.
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Abbildung 3.12: L3 Reduktion

Beweis

Klar ist, dasd.3 eine 4-Sterne Reduktion ist. Seiérund H gegeben, sodassausH entstanden
ist durch Anwendung voh3. FallsG € TW, ist, dann ist mit Lemma 2.29 ur@d = H * x auch
H € TWy. Wenn andererseitd € TW, ist, konnen wir mit Korollar 2.20 eine Sehne zum Kreis
(b,z,a,w) hinzufiigen, ohne die Baumweite zu erhdhen. Falls- ba € TW,, dann auch mit
Lemma2.28] = (H +ba) - cx - cw - dy - dz. Wegen] = G x w * z * y und Lemma 2.29 ist
auchG € TW;. Ansonsten isH + wz € TW, und wir kdnnen wieder z(w, z, y, x) eine Sehne
hinzufugen ohne die Baumweite zu erhdéhen. Falls- wz + wy € TWy, definiere] = (H +
wz + wy) - cx, ansonsten i + wz + zx € TW4 und dann definier¢ = (H 4+ wz + xz) - dy.
In beiden Fallen isf € TW, und es gibt eirk, sodasy <x;i1 K ist (da] die StrukturTx;
enthalt) undG <,, K. Mit Lemma 2.28 und Lemma 3.17 folgt, daSsc TW;y ist. QED

(3.24) Leiter 4 Reduktion
Die ReduktionR| 4 = (Sy4, T 4) wird definiert durch Abbildung 3.13.

Abbildung 3.13: L4 Reduktion

(3.25) Lemma
Die L4 Reduktion ist eind'Wy-sichere 4-Sterne Reduktion.

Beweis

Klar ist, dasd.4 eine 4-Sterne Reduktion ist. Seieérund H gegeben, sodassausH entstanden
ist durch Anwendung voii4. FallsG € TW;, ist, dann ist mit Lemma 2.29 un@ = H % x
auchH € TW,. Wenn andererseitsl € TW, ist, kbnnen wir mit Korollar 2.20 eine Sehne
zu (w,y,d, x) hinzufiigen ohne die Baumweite zu erhéhen. Falls- wd € TW,, dann mit
Lemma 2.28 aucks = (H + wd) - cx € TWy. Andernfalls istH + xy € TW, und somit auch
J = (H+xy) - cx € TW,y, wobei] die StrukturTs; enthalt. Also gibt es eii, sodasy <s; K
undG <,, K. Das zeigt mit Lemma 2.28 und Lemma 3.17, dass TW; ist.
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3.4 Superstrukturen

3.4 Superstrukturen

Aus den in den vorherigen Abschnitten gefundenen Reduktidéest sich noch nicht schlie-
Ren, dass diese Graphen mit Baumweite kleiner oder gleiclthiagakterisieren. Das wird erst
mit folgenden Reduktionen deutlich. Dieser Abschnitt hdinden komplizierteren Strukturen.

Diese Strukturen sind Zusammensetzungen aus Blatt Stanktwelche mdgliche Strukturen in
der Nahe von Blattern einer Baumzerlegung sind. Diese Streiktkonnen aufgeteilt werden
in 60 einfache Blattstrukturen und 4 unendliche Familien Btattstrukturen. Wir werden erst
diese Blattstrukturen definieren und erst spater sehen, iese ¢onstruiert wurden und warum
Zusammensetzungen aus diesen Strukturen Graphen mit Bétenkieener oder gleich vier be-

schreiben.

(3.26) Definition: Einfache Blatt Strukturen
Die einfachen Blatt StrukturehSy, LS+, . .., LSs9 werden durch die Abbildungen 3.14 und 3.15
definiert.
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Abbildung 3.14: Einfache Blatt Struktureny, . .., LS3g)
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Xa o X8 Xno X
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LS49 LSso LS5
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X XX
LS55 LS5g LSs;
XX T X
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Abbildung 3.15: Einfache Blatt Struktureh$so, . .., LSs59)

(3.27) Definition: Unendliche Familien von Blatt Strukturen

Die unendlicheriFamilien von Blatt Strukturei ,,, L2 ,,, L3 41, L4, fUrn € IN=1, werden durch
Abbildung 3.16 definiert. Die Zahl bestimmt dabei die Anzahl der Knotdi:(L; ,,)| = n +5,
V(Low)| = 1+5,[V(Lsu)| = 1+ 6und|V(Lyy)| = 1 +6.
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Abbildung 3.16: Familien von Blatt Strukturen

Die folgenden Reduktionen kénnen als VerallgemeinerungBaeily und derCube Redukti-
on aufgefasst werden. Man kdnnte annehmen, dass die Bl&ttsti.S, eine Blattstruktur fur
TWjs ist. Dann kénnen beide Reduktionen aus dieser BlattstrukBaramengesetzt werden, wie
Abbildung 3.17 zeigt.

Y

Abbildung 3.17: Die Strukturefigydgy und Scubeals Zusammensetzungen vbf; Strukturen

Mit Hilfe aller Blattstrukturen kdnnen wir Superstrukturdefinieren, welche Zusammensetzun-
gen aus Blattstrukturen sind.

(3.28) Definition: Superstruktur

Eine SuperstruktusS ist eine Struktur, die folgendes erflllt. Die Mengeder Ankerknoten von

S besteht aus héchstens 4 Knoten. Es gibtZntrumx € V(S), welcher ein innerer Knoten
ist, alsox ¢ A. Der Graph vors ist eine Vereinigung von Graphen einer endlichen Mehge

34
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von Blattstrukturen, sodass fur jede Blattstruktur ausit der MengeB der Ankerknoten die
Bedingungry € B C A U {x} erfullt ist. Wir sagen, dasS die Blattstrukturen aus enthalt

Eine Superstruktur zeichnet sich also dadurch aus, dassesslenoten, das Zentrum, gibt, mit
dem jede Blattstrukturen verbunden ist. Zur Veranschautighdiskutieren wir einige Beispiele.

(3.29) Beispiel

Wir sehen, dass die StruktSg ne€ine Superstruktur ist, die aus dfed; Blattstrukturen besteht,
wie Abbildung 3.17 zeigt. Die Abbildung 3.18 zeigt zwei vegié Superstrukturen. Das Zentrum
wird dabei grau markiert.

LS,

leo L412 LS4

Sl 52
Abbildung 3.18: Zwei Superstrukture und S,

Wir wollen jetzt Superstrukturen auf den vollstandigen @en auf den Ankerknoten Reduzie-
ren. Da das eine unendliche Menge von Reduktionen ist, beswelr eine einfache Methode
um die Sicherheit zu zeigen. Deshalb schranken wir dieseg®lem.

(3.30) CM Reduktionen

Die MengeCM sei die Menge aller Reduktiondty wobeiSy eine Superstruktur isG(Tr) der
vollstéandige Graph auf der Menge der Ankerknoten ist undieder istG(Tr) <,, G(Sg) oder
es gibt einen GrapheH, sodas<:(Tr) <so H <;; G(Sg).

Wenn wir uns die Strukture$y undS, aus Beispiel 3.29 noch einmal anschauen, dann sehen wir,
dassS; den vollstdndigen Graphen auf vier Knoten als Minor hat. gibt es eine Reduktion
ausRk € CM, mit Sg = S;. Fir die StruktuiS, gilt diese Behauptung nicht, jedoch besitzt diese
Struktur eineY’O Reduktion.
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Wir unterteilen die Reduktionen aasVl, damit wir folgendes Problem vermeiden kénnen. Das
Zentrum einer Reduktion ausM hat einen unbeschrankten Grad. Abhilfe schaffen folgenden
Reduktionen, die man als Generalisierung Be#ldy Reduktion auffassen kann.

(3.31) Triple Reduktionen

Die Menge Triple besteht aus allen Reduktioriermit Ankerknoten(a, b, ¢, d), G(Tg) ist der
vollstdndige Graph auf der Knotenmerggb, ¢, d} und G(Sg) ist die Vereinigung von genau
drei Blatt Strukturen, wobei jede davon eine Teilmenge @b, ¢, d} als Ankerknoten besitzt,
keine davon.S, ist und keine zwei davohS; sind mit den gleichen drei Ankerknoten.

(3.32) BCM Reduktionen
Die MengeBCM ist die Menge aller ReduktioneR, mit R € CM und G(Sgr) enthélt keine
Buddy oder Triple Reduktion.

Der Grund warum man die MendeM in die MengenBCM, Triple und { Buddy} zerlegt ist
folgender.

(3.33) Lemma
Das Zentrum jeder Reduktion aB§" M hat Grad héchstens 20.

Beweis

Sei R eine Reduktion auBCM mit Zentrumx. Da R keine Triple Reduktion enthalten darf
kannR hochstens aus acht Blattstrukturen mit vier Ankerknoteretes). Man beachte, dass der
Grad eines Ankerknoten einer Blattstruktur hochstens zsteFallsR keine Blattstrukturl.Sq
enthalt, dann hat hdochstens 16 Kanten zu den inneren Knoten der Blattstrukté® konnen
auch Kanten zwischen und den Ankerknoten voR vorliegen, womit man insgesamt auf 20
kommt. FallsR ein LSy enthélt, gibt es héchstens sechs Blattstrukturen mit vieefmoten.
Daraus folgt, dass Grad kleiner als 20 hat. Ebenso folgt die Behauptung, wenmehr als eine
BlattstrukturLS, enthalt. Q9ED

Nun wird aber die Sicherheit dieser Reduktionen gezeigt.
(3.34) Lemma
Jede Reduktion ausM U Triple ist eineT W,-sichere 4-Sterne Reduktion.

Beweis

SeiR € CM U Triple gegeben. Weiter seie@ und H Graphen mitG <z H. Die Blatt
Strukturen sind so aufgebaut, daSs<, H leicht zu sehen ist. Denn man kann zuerst die
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3.4 Superstrukturen

inneren Knoten der Blattstrukturen eliminieren und angffénd das Zentrum. Daraus folgt
vor allem, dassR eine 4-Sterne Reduktion ist. Werlh € CM, dann gilt nach Definition
G <, HoderG <spo J <,; H fur ein geeigneteg. In beiden Fallen folgt die Behauptung
mit Lemma 2.30 und Lemma 3.2. Wir zeigen zuerst, dass,, H fur R € Triple. Es ist leicht
zu sehen, das§(LS;) <,, G(LS;) ist, fur3 < i < 59, bzw dassG(LSz) <, G(L;,), fur

1 < i< 4undn € N=L Also kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, da@swr die Blattstrukturen
LS1 und LS, enthélt. Dann ist aber leicht zu sehen, dass.,,, H ist. Die Behauptung folgt mit
Lemma 2.30. QED

Damit haben wir alle Reduktionen zusammen, mit denen wir apnit Baumweite kleiner
oder gleich vier charakterisieren kénnen.

(3.35) Definition
Die MengeCS4 von Reduktionen wird definiert duraiS, = CS, U EZ U CM U {Buddy},
wobeiCS, = {Zero One Serieg undEZ = {Triangle YO, H7, TO,YI,L1,12,L3, L4} ist.

(3.36) Satz
Die MengeCS, ist eineTWy-vollstandige Menge voif' W,-sicheren 4-Sterne Reduktionen.

Beweis

Mit den Lemmata 3.5, 3.7, 3.8, 3.10, 3.11, 3.19, 3.21, 3.2% 8nd 3.34 folgt, dass jede die-
ser Reduktionen ein€Wy-sichere 4-Sterne Reduktion ist. Die Vollstéandigkeit wind16] ge-
zeigt. QED

Dieser Satz wurde bewiesen, indem gezeigt wurde, dass jguerSruktur entweder eine Blatt-
struktur ist, oder eine Reduktion S, enthalt. Dazu wurden Superstrukturen genau analysiert.
Die Ergebnisse aus [16] sind in Tabelle 3.1 zusammengetiasti ist die Tabelle folgenderma-
Ren aufgebaut. Jede Superstruktur, die keine ReduktiGs jrenthalt und eine Blattstruktur aus
der linken Spalte der Tabelle enthalt, ist isomorph zu eBlattstruktur aus der rechten Spalte.
Diese Tabelle wird uns bei der Implementierung des Algariik in Kapitel 4 nitzlich sein.
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3 Reduktionsregeln

| Superstruktur enthélt

| istisomorph zu

Nur Strukturen au$ LSy, LS1, LSy, LS3}

LSl/ LSZ/ LSS/ LS4/ LS6/ LS7/ LSlO/ LSlZ/
LS13,LS16, LS25, LS37, LS46, LS50, LSss,
Ll,l/ L2,1 oderLgll

LS13, LS14 0derLSy,

LSq4, LS17, LS oderLSyy

LS14, LS17, LSqg oderLSyy

L515, leg, LSzo, LSzl oderLS48

LSq5, LS19, LS9, LS71 oderLS48

LSy, L823 oderLS49

LSy, LS>3 oderLSyg LSy4
(TZ > 1) LSg, LSqg OderL31n LSg, LS11 oderLg,nH
LSg oderLSy; LS9

L2,1 oderLLl

LS19, L1, Lo 0derLy

(n>1) L1p,Ly,41 0derLy,

Lyj3, Loy 0derLy 1

(n Z 3) Ll,i’l L1,1’1—|—1
LS4 LS5, LS6, LSy OdGI’LSg
LS5 oderLSy LSg

LS55, LS37, LS5 oderLS55

LS»6, LSy7, LSy, LS38, LS39, LS51, LS5,
LS56 oderLS57

LS26, LS7, LS8, LS38, LS39, LS51, LS5,
LSs¢ oderLSsy

LSy9, LS30, LS31, LS3p, LS40, LS41, LS4,
LSs3 oderLSsg

LS»9, LS30, LS31, LS3p, LS40, LS41, LS42,
LSs3 oderLSsg

LS33, LS34, LS35, LS43, LS44, LS54 Oder
LSs9

LS33, LS34, LS35, LS43, LS44, LS54 Oder
LSs9

LS3¢ oderLSys

LSg, LSlz, L524, LS36 oderLS45

keiner

Tabelle 3.1: Superstrukturen isomorph zu Blattstrukturen

Die Menge der Blattstrukturen wurden wie folgt konstrui@ei dieser Konstruktion wurden
auch die Reduktionen au¥Z gefunden. Man beginnt mit der Menge= {LS,}. Dann bildet
man aus allen Blattstrukturen in Superstrukturen. Falls diese Superstruktur keine Reduktio
in CS4 enthalt, fugt man die Superstruktur Zuhinzu. Dies wurde so lang gemacht, bis jede
Superstruktur entweder eine Reduktion(f; enthalt oder selbst wieder eine Blattstruktur ist.
Das ist auch der Grund, warum es die unendlichen FamilierBlattstrukturen gibt. Da diese
sich fortsetzen lassen, ohne eine ReduktiolCi) zu enthalten. Abbildung 3.19 zeigt einige

Bespiele wie Blattstrukturen aus kleinerer Blattstruktureseanmengesetzt sind.
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3.4 Superstrukturen

LS LS LS, LSs
® O O ® @ O @ @ O O L ]
O/ZS l
L53 L513 0 LSZS
O\ESO le
[ 4 @ [ 4 F L J @ 0} L J
LS, LS, LS,
LSy LS, LSy LSy
[ O O @ [ O O ]
LS46 L3, I
[ L ] ® ®
LSZ LSZ

Abbildung 3.19: Superstrukturen isomorph zu Blattstrugtur

Der Beweis der Vollstandigkeit wird nun skizziert. Fir demfiellen Beweis waren noch einige
Definitionen von No6ten, welche fur unser Vorhaben irrelé\&ind. Deshalb vereinfachen wir
die Sache, indem wir fir einen Graphénc TW, annehmen, dass dieser eine Baumzerlegung
(T, B) der Weite vier besitzt, die folgende Bedingungen erfillt.j@em Knoten (bis auf eine
mogliche Ausnahme, diese nennen wir die Wurzefl V(T) gibt es genau einen Nachbarn

s € V(T), welcherB; \ B; = {x} erfullt, sodass fiur jeden weiteren Nachbarre V(T) gilt

x € B,. Die Wurzelw muss die Bedingung erfiillen, dass ein Knatea B, existiert, der inB,,
enthalten ist, fur jeden Nachbasnvonw. Der Knotenx wird in beiden Fallen das Zentrum einer
Superstruktur sein. Mit etwas Ubung ist zu sehen, dass elnBesBaumzerlegung durch Modi-
fikation der im Beweis von Satz 2.10 konstruierten Baumzerigggeschaffen werden kann.

In den Blattern gibt es also einen Knoten, der nur zu den Knatisrder Tasche in der er enthal-
ten ist adjazent ist. Somit hat dieser Knoten einen Grach&tedder gleich vier. Falls der Grad
kleiner oder gleich zwei ist, liegt eine der Reduktioriésro, One oder Series vor. Ansonsten
liegt dieser Knoten in einer der Blattstrukturefi; oderLS,. Falls an keinem Blatt eine Reduk-
tion vorliegt, dann wenden man sich der nachsten Ebene mijadden Nachbarn der Blatter.
Diese haben, da die Baumzerlegung geeignet gewahlt wurtks &noten, der in jedem Blatt
enthalten ist, mit denen er adjazent ist. Weiter ist dieset&n nicht in der Tasche des Nachbarn,
welcher kein Blatt ist. Somit bildet diese Tasche und die Bfattie damit adjazent sind eine Su-
perstruktur. Somit gilt, dass diese entweder eine RedultidnS, enthalt, oder selbst wieder
eine Blattstruktur ist. Falls sie eine Blattstruktur ist, deeholt man diese Schritte. Am Ende er-
halt man, das§& entweder eine Reduktion (@GS, enthalt oder selbst eine Blattstruktur ist. Falls
letzteres zutrifft, dann haben die Ankerknoten der Blaitdtir keine weiteren Nachbarn. Da alle
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3 Reduktionsregeln

hdchstens den Grad zwei besitzen, liegt dort aber wiederden Reduktione#ero, One oder
Series VOT.

(3.37) Bemerkung

Man beachte, dass fir hinreichend grofielie BlattstrukturenL;,, die ReduktionDL besit-
zen. Man kann also durch Hinzunahme @8t Reduktion zur Meng€S, eine endlichel'W,-
vollstandige Menge voff'Wy-sicheren Reduktionen erhalten, da dadurch die Menge der Blat
strukturen und somit auch die Menge déyM Reduktionen endlich ist. Jedoch verzichtet man
damit auf 4-Sterne Reduktionen, was die Konstruktion eirElidhinationsfolge erschwert.
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4 Algorithmus zur Findung von 4-Eliminationsfolgen

In diesem Kapitel wird ein Algorithmus vorgestellt, der indarer Zeit feststellt ob die Baum-
weite eines gegebenen Graphen kleiner oder gleich viexdst, ob diese gré3er als vier ist. Der
Algorithmus baut auf den in Kapitel 3 gefundenen RedukticanginDer Ablauf des Algorithmus

ist wie folgt. Zunachst wird im Graphei eine Reduktion au§ S, gesucht und angewendet. So-
mit erhalt man einen kleineren Grapheh Dann wendet man diesen Schritt auf den Graphen
H an u.s.w. Da die Reduktionen ags, alle TW, sicher sind, isG € TW, genau dann, wenn

H € TWyist. FallsG € TW; ist, erhalt man am Ende den leeren Graphen, da in jedem Schrit
der Graph Baumweite kleiner oder gleich vier hat und die Man§e T W,-vollstandig ist. An-
sonsten terminiert der Algorithmus mit einem nicht-lee@maphen, der keine Reduktion aus
CS4 besitzt.

Man beachte, dass der Algorithmus nicht nur feststellt, iobGraph in TW, ist oder nicht,
sondern die Mitgliedschaft iffWW, durch eine 4-Eliminationsfolge beweist. Da alle Reduktione
ausCS, 4-Sterne Reduktionen sind, ist diese Eliminationsfolgehtiezu konstruieren, und zwar
indem man beim Anwenden von Reduktionen die Reihenfolge dameérten Knoten ausgibt.

4.1 Linearer Algorithmus

Die Anwendung einer Reduktion bzw. einer Knoten-Eliminregerfordert das Hinzufligen von
Kanten. Damit der Algorithmus linear ist, muss der Zeitaarg hierfir konstant sein. Da man
in einem einfachen Graphen prifen muss, ob die Kante schibanden ist, werden die Graphen
im Algorithmus Multigraphen sein, da sie die Bedingung éeiill Der Algorithmus wird somit
die Reduktionen auf den zugrunde liegenden einfachen Gnagmeenden. Dafur mussen die
Mehrfachkanten an bestimmten Stellen wieder entfernt arerDafir ist das folgende Lemma
hilfreich.

(4.1) Lemma

Zu einem MultigrapherG und einem Knotenx € V(G) existiert ein Algorithmus, welcher
feststellt, obx Grad kleiner oder gleiclt im zugrunde liegenden einfachen Graphen ®n
besitzt, eine Anzaht von Mehrfachkanten inzident mitentfernt und eine Laufzeit vo (k> +
km) besitzt.
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4 Algorithmus zur Findung von 4-Eliminationsfolgen

Dieser Algorithmus wird in Abschnitt 4.2 als Hilfsfunktiaorgestellt. Es wird sich zeigen, dass
die Laufzeit dieser Funktion Gber den ganzen Algorithmiiedr ist.

In der Definition 2.23 wurde die Einschrankung gemacht, das ein Graph eine Reduktion
R besitzt, jede Kante zwischen zwei Ankerknoten Yomit einem Knoten inzident ist, welcher
Grad kleiner oder gleich sechs hat. Auch das ist notwendigiéin Algorithmus, da ansons-
ten nicht in konstanter Zeit Uberprift werden kann, ob zwekéxknoten adjazent sind. Somit
werden wir das Lemma 4.1 nur fidr< 6 gebrauchen.

Es ist in konstanter Zeit leicht festzustellen, ob ein Knoteein Knoten einer ReduktioR &€
CS; (hier muss einfach die Bedingunfyg(x) < 2 gepriift werden) oder einer Reduktion
R € EZ ist, da hierfur nur eine kleiner Umgebung vanbetrachtet werden muss. Es wird
komplizierter festzustellen, abein Knoten eineBuddy oder einer Reduktion ausM ist. Bei
der Buddy Reduktion kann man nicht einfach die Umgebung eines Knoteadigen, da die in-
neren Knoten nicht adjazent sind und die Ankerknoten kelpeschrankten Grad besitzen, ware
der Aufwand mit dieser Methode nicht konstant.

Aus diesem Grund muss der Algorithmus die Blattstruktureny @ls inneren Knoten enthalten,
speichern und standig aktualisieren. Dabei reicht es aed,;gs fur die grostmaoglichemn zu
speichern. Somit kann ein Knoten nur in einer beschrankteralAl von Blattstrukturen als in-
nerer Knoten auftreten. Da man fur die einfachen BlattstmektLS, . . ., LS59 einfach wieder
die Umgebung des Knoten betrachten muss, ist dies wieder in konstanter Zeit mogia
BlattstrukturenL, ,, ... L4 , mussen auf eine andere Weise bestimmt werden, da der Aufwand
hierfiir im schlechtesten Fall linear ist. Zunachst wirdrjépob x bereits in einer Blattstruktur
L;, enthalten ist. Wenn dies der Fall ist, wird nur an den Anket&n gepriift obx Teil einer
groBeren Blattstruktuk; ,, mit m > n ist. Da gleichzeitig did_; ,, fur alle inneren Knoten der
Blattstrukturen bestimmt werden, kann der Aufwand aufdfeterden und ist fur jeden Knoten
konstant.

Die folgenden Algorithmen wurden aus [16] lediglich UbézteBei der Umsetzung wurde an
einer Stelle von den Algorithmen abgewichen, dies wird abeAbschnitt 4.2 erlautert. Die
Algorithmen werden im folgenden vereinfacht erklart.

Algorithmus 4.1 TREE_WIDTH_FOUR?G)
if |[E(G)| > 4|V (G)| then
AusgabeG ¢ TW,
end if

H:=G
Initialisiere VS als leeren Stapel
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4.1 Linearer Algorithmus

forv e V(G) do

legev auf Vs
L(v) =0
end for

fore € E(G) do
markieree
end for

repeat
nimm einen Knoterx ausV'S
if deg(x) < 2then
entferne alle Blattstrukturen, dieenthalten, aug (v), ersetze dabdi; ,,s durch die zur
zeit grof3ten bekanntely ,,;s
wende die Reduktion ausS, auf H an
lege die Ankerknoten auf S
else ifdeg(x) < 6 then
if x ist ein Knoten einer ReduktioR € EZ then
entferne alle Blattstrukturen, die innere Knoten enthakes.(v), ersetze dabdi; ,,s
durch die zur zeit gré3ten bekannteyy,s
wende die ReduktioR auf H an
lege die Knoten voffg auf V'S
else
bestimme die BlattstrukturehS, . . . LSs59, die x als inneren Knoten enthalten
bestimme die grolten Blattstrukturéq,,, . .. Ly ,, diex als inneren Knoten enthalten
for L ist eine neu gefundene Blattstruktlm
fora € N(L) do
markiere die Kanten vomin L
CenterCheck(N (L) \ {a},{L})
setze die Kanten vomin L als nicht markiert
end for
end for
end if
else
CenterCheck(,0,?)
end if
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4 Algorithmus zur Findung von 4-Eliminationsfolgen

until V'S ist nicht leer

if H= Kpthen

GeTW,

gebe die Knoten in der Reihenfolge aus, in der sie eliminierden
else

G¢&TW,
end if

Algorithmus 4.2 CenterChecl(,A,S)
if |A| > 4 then
return false

end if
if jede Kante inzident mit ist markiertthen
if |JS ist eine Blattstruktuthen
setze jede Kante mit als nicht markiert
return false
else
entferne alle Blattstrukturen, die innere Knoten enthaléersL(v), ersetze dabéi; ,s
durch die zur zeit gro3ten bekannteyy,s
wende die Reduktion ausCM an
lege die Ankerknoten auf S
return true
end if
end if
repeat
seia nachste nicht markierte Kante inzident iz a
if eine Kante vorm nachb wurde vorher markierthen
|6sche die Mehrfachkante
end if
until « ist keine Mehrfachkante
markierex
seiK; der Graph mit Knoteqa, b} und Kante{{a,b} }
CenterChecl((,A U {b},SU{Kop});
setzex als nicht-markiert
for L € L(b) mita € N(L) do
if L istisomorph zuLS; und es gibt einVl € S mit N(M) = N(L) then
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4.1 Linearer Algorithmus

entferne alle Blattstrukturen, dieoderb enthalten, aud.(v), ersetze dabdi; ,,s durch
die zur zeit gréRten bekanntén,,s
wende dieBuddy auf H an
legeN(L) auf V'S
return true
end if
for jedes PaaP, Q von nicht trivialen Blattstrukturen i do
if  IN(L)UN(P)UN(Q)| = 4then
entferne alle Blattstrukturen, die innere Knoten enthaleisL(v), ersetze dabdi; ,,s
durch die zur zeit grof3ten bekannteyy,s
wende die Reduktion auBiple auf H an
legeN(L) UN(P)UN(Q) aufVSs
return true
end if
end for
markiere die Kanten vof (L) inzident mita
CenterCheck(A UN(L) \ {a}, SU{L})
setze die Kanten voB(L) inzident mita als nicht markiert
end for
return false

Der StapelVS enthéalt Knoten, an denen eine moégliche Reduktion vorliegemk Zunachst
wird jeder Knoten darauf gelegt. In der Hauptschleife wirdknotenx vom Stapel genommen.
Danach wird tberprift ol ein Knoten einer Reduktion adsS, U EZ ist, wenn ja dann wird
diese angewendet. Ansonsten werden die Blattstrukturercgedei denew ein innerer Knoten
ist und diese in die Mengk(x) eingefigt. Fir jede neue Blattstruktur wird Uberpruft obisie
einer Superstruktur enthalten ist. Dies tibernimmt die EankCenterCheck. Zum Schluss wird
noch Uberpruft olx das Zentrum einer Superstruktur ist, ebenfalls mit CentesiChkedes mal,
wenn eine Reduktion ausgefihrt wird, werden die betroffdkeaten auf den Stapel gelegt.
Gleichzeitig werden die Blattstrukturen, die entfernte t&moenthalten ebenfalls gel6scht. Zum
Schluss wird Uberprift, ob der Graph noch Knoten besitztl eine entsprechende Ausgabe
getatigt.

Die Funktion CenterCheck findet eiBeiddy, eineTriple oder eineBC M Reduktion, oder stellt
fest, dass keine Reduktion ad9/1 vorliegen kann. Die Parameter der Funktion sind wie folgt.
a ist das ZentrumA eine Liste von Ankerknoten un§l eine Liste von Blattstrukturen. Bei ei-
nem return false wird nur die aktuelle Ebene der Rekursiolassen. Return true bewirkt, dass
alle Rekursionen verlassen werden. Fir jedemnizidente Kantex wird die Funktion rekursiv
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4 Algorithmus zur Findung von 4-Eliminationsfolgen

aufgerufen, wobeb um eine Blattstruktur, die enthalt, erweitert wird. Ebenso wird um die
Ankerknoten der Blattstruktur erweitert. Falls zwei Blati&turenLS; mit den selben Anker-
knoten gefunden wurden, hat man eiBeddy Reduktion gefunden. Falls drei Blattstrukturen
mit den selben vier verschiedenen Ankerknoten gefundedewrhat man einériple Reduk-
tion gefunden. Der rekursive Aufruf endet, falls die Kaalitét von A zu grol3 ist und somit
keine Superstruktur mehr vorliegen kann, oder wenn jede mizidente Kante betrachtet wur-
de. In diesem Fall wird Uberprtft, ob es sich bei der Supgtsir um eine Reduktion ausCM
handelt, oder um eine Blattstruktur.

(4.2) Satz
Der Algorithmus TREE_WIDTH_FOUR? findet zu einem Grapligrine 4-Eliminationsfolge
oder entscheidet korrekt, daSs¢ TW;.

Beweis
SeiG = (V,E) ein Graph mitn Knoten. Falls die erste if Bedingung erfillt ist, wird wegen
Lemma 2.17 die korrekte Ausgabe gemacht.

Man beachte, dass der Algorithmus immer prift, ob eine Kaimte Mehrfachkante ist. Wenn
dies der Fall ist wird sie umgehend entfernt. Somit stedt Benutzung von Multigraphen kein
Problem dar.

Als nachstes beachte man, dass der Algorithmus termimiejgdem Schritt der Hauptschleife
wird ein Knoten aus dem Stap¥IS entfernt. Zu Beginn wird jeder Knoten auf den Stapel gelegt.
Danach wird nur nach der Anwendung einer Reduktion KnoterdanfStapel gelegt (hochsten
7 Knoten). Da dabei auch ein Knoten absentfernt wird, konnen hochstemsReduktionen
angewendet werden. Also ist die Anzahl aller Knoten dielasifgelegt werden beschrankt und
es kann keine Endlosschleife auftreten. Auch in CENTERCHECHK Karine Endlosschleife
auftreten, da bei jedem Aufruf mindestens eine Kante mérked und ein Knoten nur mit
einer endlichen Anzahl an Kanten inzident sein kann.

Falls G ¢ TW,. Da alle Reduktionen, die angewendet werderCHB)y, sind und somit nach
Satz 3.36I'Wy-sicher sind, kann der Algorithmus nicht nkit = K, terminieren.

Falls G € TW,. Da alle Reduktionen, die angewendet werderCHB)y, sind und somit nach
Satz 3.36I'Wy-sicher sind, hat der zugrunde liegende einfache GraphH/amjedem Stadium
des Algorithmus die Baumweite kleiner oder gleich vier. D8, nach Satz 3.36 auchW;,-
vollstandig ist, besitzt der zugrunde liegende einfach@pBvonH eine Reduktion irCS,. Es
muss gezeigt werden, dass der Algorithmus so eine Reduktiairf festedd finden kann.

Sei R eine solche Reduktion. Wen@ diese Reduktion bereits enthalt, wird sie gefunden, da
jeder Knoten vorfi zu beginn auf den Stapel gelegt wird. Ansonsten wurde die Rieuzu
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4.1 Linearer Algorithmus

einem Zeitpunkt vom Algorithmus erstellt. Der einzige perkt an dem das passieren kann,
ist nach der Anwendung einer anderen RedukR4nEs gibt zwei Moglichkeiten weshalb die
ReduktionR erstellt wurde. Entweder weil sich der Grad eines Knotenivgert hat oder weil
eine Kante hinzugeftigt wurde. In beiden Fallen werden dimffenen Knoten auf den Stapel
gelegt. Man beachte, dass einer dieser Knoten mindesteski&iner oder gleich sechs haben
muss (sonst wiirde die ReduktionR wegen der beschrankten Grad Bedingung in der Definition
nicht enthalten) oder das Zentrum einer Reduktion@M sein. Also wurde ein Knotem von

Sg mit einem Grad Kleiner oder gleich sechs oder das Zentruer €iM Reduktion auf den
Stapel gelegt. Fall® € EZ U CS,, dann wird diese Reduktion gefunden. Fallss CM mit
Zentrumyx ist, wird diese Reduktion beim Aufruf von CENTERCHECK ebenfak$umnden.
Ansonsten isR € CM undx ist in einer Blattstruktur enthalten, welche Teil vBrist. Da diese
Blattstruktur gefunden wird und damit CENTERCHECK aufgeruferdyvird auch in diesem
Fall die Reduktion gefunden. QED

(4.3) Satz
Gegeben sei ein Gragh = (V, E) mit |V| = n. Der Algorithmus TREE_WIDTH_FOUR? hat
eine Laufzeit vorO(n).

Beweis
Sei G ein Graph mitn Knoten. Falls|E(G)| > 4n terminiert der Algorithmus nachn + 1
Schritten.

Zu beginn wird jeder Knoten auf den Stap& gelegt und.(v) initialisiert. Die Laufzeit hierfir
ist linear. Da|E(G)| < 4n ist, ist die Laufzeit zur Markierung aller Kanten ebenféitear.

Zunachst zeigen wir, dass der Aufwand Uber den gesamtenifkligws fiir das Hinzuflgen von
Kanten und entfernen von Mehrfachkanten linear ist. Da jRdduktion die angewendet wird
wegen Satz 3.36 eine 4-Sterne Reduktion ist, lasst sich deeAdung einer Reduktion als Fol-
ge von Knoten-Eliminierungen von Knoten mit Grad hochstehsschreiben. Das sind auch die
einzigen Stellen, an denen Kanten hinzugefiigt werden.Seenden im Laufe des Algorithmus
hochstens: Knoten eliminiert und, da jede Knoten-Eliminierung hoemst sechs Kanten hin-
zufligt, auch héchsterts: Kanten hinzugefugt. Folglich werden héchstémsMehrfachkanten
erstellt und somit auch nur hdchstemsMehrfachkanten entfernt.

Die Schranke fur die Anzahl der Iterationen der Hauptséhlst implizit durch eine Schranke
aller Knoten die aui’S gelegt werden gegeben. Dazu beachte man, wie im Beweis vodl 2at
dass hdchstensReduktionen ausgefuhrt werden und somit héchstertsnoten auf den Stapel
gelegt werden, hin zuztiglich derKnoten die zu beginn hinzugefugt werden.
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4 Algorithmus zur Findung von 4-Eliminationsfolgen

Jetzt ist nur zu zeigen, dass der Zeitaufwand fur jede leraturch eine Konstante beschrankt
ist. Da beim Prifen ols Knoten einer ReduktioR € CS, U EZ ist nur beschrankt viele Knoten
mit beschranktem Grad gepruft werden, ist wegen Lemma 4.Zaltaufwand hierfir konstant.
Aus dem gleichen Grund werden die Blattstruktutes, . . ., LS59 in konstanter Zeit gefunden.
Zur Findung derL; ,, wird fur den ersten Knoten eine Laufzeit vdi(m) benétigt. Dadurch
muss aber fur einen weiteren inneren Knotenlaysdiese Arbeit nicht mehr verrichtet werden.
Somit kann die Arbeit auf die inneren Knoten vbyy, geteilt werden und ist konstant fur jeden
einzelnen. Mit dem gleichen Argument erhalt man das dieé{ofir die Verlangerung einér; ,,
auf alle inneren Knoten konstant aufgeteilt werden kann.

Es bleibt zu zeigen, dass jeder Aufruf von CENTERCHECK nur kamstil Zeit in Anspruch
nimmt. Jeder rekursive Aufruf markiert eine neue Kante writlgich selbst fir diese Kante und
fur jede Blattstruktur auf. Da nur dig; ,,, fir das GroBtmogliche: gespeichert wird, kann ein
Knoten nur innerer Knoten einer beschrankten Anzahl vort&fakturen sein. Mit Lemma 3.33
erhalt man, dass hdchstens 20 Kanten gepriift werden midsem dann keinduddy oder
Triple Reduktion gefunden wurde, dann wird die Kardinalitat vbrgro und die Rekursion
halt an.

Somit folgt die Behauptung, da die Anzahl der Iterationeadinist und jede Iteration konstante
Zeit beansprucht. QED

Im Beweis kbénnte man annehmen, das die Konstante beim AufmifGenterCheck grol} ist,
da ein Knoten in vielen Blattstrukturen enthalten sein k&anders behauptet, dass ein Knoten
praktisch in héchstens vier Blattstrukturen enthalten gt somit die Konstante in diesem Al-
gorithmus nicht grof3 ist, was ihn fur die Praxis anwendbachhadn Abschnitt 4.3 wird diese
Behauptung anhand von diversen Beispielen tUberprift. Alsszwerden Hinweise zur Imple-
mentierung gegeben.

4.2 Implementierung

In diesem Abschnitt wird eine grobe Struktur der Implememing vorgestellt. Zunachst wird als
Datenstruktur zur Darstellung von Graphen die adjacemstyalis den Boost C++ Libraries [1]
verwendet. Diese hat den Vorteil, dass die Komplexitat fiie@tionen, wie z.B. das Entfernen
von Kanten garantiert ist. Weiter werden dadurch Iteraitereitgestellt, mit denen die inziden-
ten Kanten eines Knoten durchlaufen werden konnen. Auchéudie Knoten und Kanten mit
Eigenschaften versehen werden, wie etwa eine Markierung.
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4.2 Implementierung

Jedoch gibt es einen Nachteil. Und zwar andert sich die Numenoeg der Knoten, falls ein
Knoten entfernt wird. Wenn der Knoterauf den StapeV' S gelegt wird und man eine Reduktion
findet, dann kann es passieren, dass der Knoten auf dem Sielpehit einem anderen Knoten
des Graphen anstattidentifiziert. Dies stellt jedoch dank d&ero Reduktion kein Problem dar.
Es reicht dann aus, wenn man bei der Eliminierung eines Kisoteir die inzidenten Kanten
entfernt und der Algorithmus mit einem Graphen ohne Karngeminiert. Dadurch missen die
Knoten nicht bei der Anwendung einer Reduktion entfernt war@gondern kénnen zum Schluss
entfernt werden.

Der Algorithmus aus Lemma 4.1 wird im folgenden vorgestélleser muss jedes mal aufgeru-
fen werden, bevor man die Nachbarn eines Knoten prft, dardagichergestellt wird, dass der
Knoten einen beschrankten Grad und keine Mehrfachkantgtzbe

Algorithmus 4.3 Degreef k)
Initialisiere ein ArrayA mit k Elementen
for « ist eine Kante inc’s Adjazenzlistedo
seiy # x der Knoten, der inzident mit ist
if yistin A enthalterthen
|6sche die Mehrfachkante
else if A ist voll then
return x hat Grad groRer als
else

flgey zu A hinzu
end if
end for
return x hat Grad kleiner oder gleich

Bei allen Reduktionen die angewendet werden handelt es sich8tarne Reduktionen. Also
gilt fur eine ReduktionR: G(Tr) = G(Sg) * x1 * - - - % x, fUr geeignete Knoten, ..., x;.
Also kann eine Anwendung einer Reduktion durch eine FolgeKmaoten-Eliminierungen dar-
gestellt werden. Es reicht also aus, falls eine Reduktioargkfn wurde, die Knotemy, .. ., x;
an folgende Funktion zu tbergeben.

Algorithmus 4.4 Eliminate(x)
for jedes Paay, z aus der Nachbarschaft vardo
flge eine Kante zwischenundz ein
end for
l6sche jede Kante inzident mit

markierex als entfernt
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4 Algorithmus zur Findung von 4-Eliminationsfolgen

Wie oben bereits erwéahnt, missen nur die Kanten eines Krestéarnt werden. Die Knoten
vom Grad Null kbnnen anschliel3end nach der Hauptschletferabhwerden. Dazu missen wir
uns merken, welche Knoten bereits entfernt wurden. Am Eridenén wir einfach die nicht
markierten Knoten an die Eliminationsfolge anfigen.

Bei der Implementierung ist dabei zu achten, dass bei derduiffeing, ob zwei Knoten adjazent
sind, immer die Adjazenzliste des Knoten mit beschranktemdGlurchlaufen werden muss.
Ansonsten ist die Laufzeit des Algorithmus nicht linear.

Das Suchen einer Reduktion oder einer Blattstruktur kann mamvei Schritte aufteilen. Zu-
nachst sucht eine Funktion die méglichen inneren Knoteerd®eduktion oder einer Blattstruk-
tur. Falls diese die Grad Bedingungen und Adjazenz Bedinguedéllen, dann werden diese
an eine weitere Funktion Ubergeben. Diese Findet dann dikerknoten und prift, ob es sich
wirklich um eine Reduktion bzw. eine Blattstruktur handetilgende zwei Algorithmen zeigen
dieses Prinzip bei der Suche vafy.

Algorithmus 4.5 DetermineLS4f)
if deg(x) = 3 then
for y ist Nachbar vonx do
if deg(y) = 3 then
for z ist Nachbar vorx do
if deg(z) = 3 undy undz sind nicht adjazerthen
DeterminelnteriorLS4{,y,z)
end if
end for
for z ist Nachbar vory do
if deg(z) = 3 undx undz sind nicht adjazerthen
DeterminelnteriorLS4(,x,z)
end if

end for
end if
end for
end if

Algorithmus 4.6 DeterminelnteriorLS4,y,z)
Seid # y undd # z ein Nachbar vorx
Seib # x ein Nachbar vory
if z ist mit b adjazenthen

a:=b
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4.2 Implementierung

Seib # x ein anderer Nachbar van
else
Seia # x ein anderer Nachbar van
if a ist nicht zuz adjazenthen
return false
end if
end if
Seic # x undc # a ein Nachbar vonx
if allea,b,c,d sind verschiedethen
Die BlattstrukturLS, wurde gefunden
return true
else
return false
end if

Zur Speicherung der Blattstrukturen reicht es aus die irm&reoten und die Ankerknoten in
Listen von Knoten zu Speichern. Denn es ist zum grof3ten Teihotwendig zu Uberprifen, ob
ein Knoten ein innerer oder ein Ankerknoten einer Blattdtrukst. Dafir missen die Kanten
der Blattstrukturen nicht gespeichert werden, was den Spdedarf reduziert.

Das Prufen, ob eine Superstruktur eine Blattstruktur istriibent eine Hilfsfunktion. Wie in
Abschnitt 3.4 erwahnt, hilft uns die Tabelle 3.1 den Aufwamdrfir zu reduzieren. Sie be-
schreibt, dass Superstrukturen, die bestimmte Blattstrektenthalten, selbst wieder nur iso-
morph zu einer kleinen Anzahl von Blattstrukturen sein kémri2adurch werden viele Fallun-
terscheidungen Uberflissig.

Falls eine Superstruktur in CenterCheck gefunden wurde, fitespriift werden, ob dies eine
Blattstruktur ist. In Algorithmus 4.1 wird die Reduktion aBE€ M angewendet, falls dies nicht
der Fall ist. Jedoch muss man sich vorher vergewisserngdizss Superstruktur keine Reduktion
in CS, U EZ enthalt. Diese Uberpriifung geschieht nicht zwingend woibeshalb muss man an
dieser Stelle prufen, ob das Zentrum der Superstruktumieresolchen Reduktion enthalten ist.
Falls dies auch nicht der Fall ist, dann kann man die RedukisBCM anwenden.

Bis auf die erwdhnte Ausnahme wurde der Algorithmus, so wigoer Sanders beschrieben
wurde, implementiert. Die Ergebnisse der Analyse werdenadchsten Abschnitt beschrieben.
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4 Algorithmus zur Findung von 4-Eliminationsfolgen

4.3 Analyse

Zur Analyse werden partielle-Baume verwendet, die in Abschnitt 2.2 vorgestellt wurdem, d
diese algorithmisch leicht zu erstellen sind. Einen zigéh k-Baum erhalt man, indem man
zuerst eing-Clique erstellt und dann fir die restlichan- k Knoten zunachst einen zufalligen
Knoten auswabhlt, der in einérClique enthalten ist und dann Kanten zwischen den Knoten der
k-Clique und dem neuen Knoten hinzuftigt. Danach werden altedfedes Graphen durchlaufen
und diese mit einer Wahrscheinlichkgientfernt, um einen partielldrBaum zu erhalten.

Der Algorithmus wurde an unterschiedlichen 4-Baumen getelSnterschiedlich insofern, dass
sie sich stark in der Anzahl der Kanten und in der Anzahl dest&n unterscheiden. Es wurde die
Zeit gemessen, die der Algorithmus gebraucht hat, als arechesamten Reduktionen gezahilt,
die angewandt wurden. Folgende Tabellen und Diagrammerfadi® Ergebnisse zusammen.
In Tabelle 4.1 wurden zu verschiedenen Wahrscheinlicekgitie 10000 Graphen mit je 1000

Knoten verwendet. In Tabelle 4.2 wurde die Anzahl der Knatenden Faktor 10 erhdht, aber
dafur nur jeweils 1000 Graphen betrachtet.

p 2/3 1/2 1/3 1/4 1/6 0

Zero 1449989 | 406043 80952 30634 14124 10000

One 2993031 | 1644768 | 585364 270991 92294 10000

Series 3025430 | 2928603 | 1931273 | 1283895 | 660954 10000

Triangle 1828458 | 2722820 | 2764959 | 2421235 | 1826061 | 4460

YO 490 746 327 159 33 0

H7 17454 18827 9591 4770 1473 0

TO 46 36 5 0 0 0

Yi 2193 1502 428 144 29 0

L1 3 2 0 0 0 0

L2 8 6 1 0 0 0

L3 18 16 4 1 0 0

L4 83 114 54 13 2 0

BCM 132015 450549 889021 1124081 | 1361685 | 1906605

Buddy 95241 189228 206055 170670 112214 0

Triple 40626 176458 431895 599996 772231 889687

@ Zeit (ms) | 205 304 392 429 456 502
Tabelle 4.1: Ergebnisse fur 10000 4-Baume mit 1000 Knoten
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p 2/3 1/2 1/3 1/4 1/6 0

Zero 1449953 | 401238 73137 21985 5310 1000

One 3018187 | 1658682 | 584233 266147 84762 1000

Series 3016243 | 2940219 | 1944771 | 1291375 | 661851 1000

Triangle 1796951 | 2672875 | 2726930 | 2390180 | 1807885 | 415

YO 561 716 367 136 28 0

H7 17298 18486 9529 4758 1472 0

TO 46 41 5 3 0 0

Yi 2084 1510 501 126 25 0

L1 5 0 0 0 0 0

L2 7 5 2 2 0 0

L3 26 15 3 0 1 0

L4 68 95 47 25 11 0

BCM 136603 451420 876139 1104347 | 1334225 | 1867047

Buddy 96418 195216 212407 177890 116079 0

Triple 40764 180663 448396 623220 803976 933413

@ Zeit(ms) | 2145 3206 4122 4707 5058 5584
Tabelle 4.2: Ergebnisse fur 1000 4-Baume mit 10000 Knoten
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Abbildung 4.1: Diagramm zu Tabelle 4.1
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10000000

1000000 -

100000 -

p=2/3
mp=1/2
mp=1/3
W p=1/4
W p=1/6

10000 -

1000 -

mp=0

100 -

10

Zero One Series  Triangle YO H7 TO Y1 L1 L2 L3 L4 BCM Buddy Triple Zeit

Abbildung 4.2: Diagramm zu Tabelle 4.2

Man sieht deutlich, dass die Anzahl der Reduktionen@esU EZ sinkt, je dichter der Graph
wird, wohingegen die Anzahl der Reduktionen &ud steigt. Diese Beobachtung kann man da-
mit erklaren, dass wegen der h6heren Anzahl an Kanten welkiggen mit einem Grad kleiner
oder gleich drei existieren. Dadurch wird es gleichzeitighfécheinlicher, dass eine Superstruk-
tur den vollstandigen Graphen als Minor enthalt. Auffaligjedoch, dass die Reduktionen aus
EZ, aul3er deffriangle Reduktion, allgemein selten gefunden werden. Das liegt dacm, dass
die Strukturen sehr speziell sind. Somit werden diese ngeweler \Vollstandigkeit betrachtet.

Getestet wurde der Algorithmus auf einem Notebook mit zweiGHz Prozessoren, 4Gb RAM
und einem Windows 7 64-Bit Betriebssystem. Der Zeitaufwandedbst fir groRe Graphen
gering, wie von Sanders behauptet, und der Algorithmusisitin der Praxis anwendbar.

Die Ergebnisse fur partielle 4-Baume sind Uberaus zufrisigdiend. Deswegen wird der Algo-
rithmus an einem speziellen Beispiel getestet, ndmlich amr§sn Graphen. Der Graph wird in
Abbildung 4.3 dargestellt. Bis jetzt war nur bekannt, dags@m®ph eine Baumweite von vier
besitzt. Wir werden sehen, wie dieser durch Reduktionenhoeten wird. Bei der Anwendung
des Algorithmus stellt sich raus, dass dieser im erstenitbeluf den vollstandigen Graphen
auf vier Knoten durch einBCM Reduktion reduziert wird. Abbildung 4.3 zeigt auch, wie der
Petersen Graph aus Blattstrukturen zusammengesetztedet@ien Reduktionen sind dann die
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4.3 Analyse

Triangle, Series, One, Zero, die den Graphen auf den letzten vier Knoten in den leereplitera
Uberfihren.

LS, LS;

Abbildung 4.3: Petersen Graph

Zum Schluss kdénnen wir noch testen, wieweit dieser Algoriih partiellek-Baume furk > 4
reduzieren kann. Es ist klar, dass &H#Baum furk > 4 keine einzige Reduktion i€S, be-
sitzt, da jeder Knoten mindestens Grad funf hat. Aus dieseanéwerden diese auch nicht
betrachtet. Wir testen jeweils 10000 partigtdBaume mit 1000 Knoten, fik = 5, k = 7 und

k = 10. Dabei werden die gleichen Wahrscheinlichkeiterur Entfernung einer Kante wie bei
den partiellen 4-B&dumen verwendet. Es wurde wieder die Zaitegsen und die Anzahl der Re-
duktionen gezahlt. Zusatzlich sehen wir uns an, wie vielet&n und Kanten letztendlich durch
Reduktionen entfernt wurden. Die nachsten drei Diagrammemngehaulichen die Ergebnisse.
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Abbildung 4.4: Diagramm zu partiellen 5-Baumen
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Abbildung 4.5: Diagramm zu partiellen 7-Baumen
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Abbildung 4.6: Diagramm zu partiellen 10-Baumen

Anhand dieser Daten kann man erkennen, dass der Algoritaoetsviele Graphen mit Baum-
weite k, wobei k nahe bei vier liegt, auf kleinere Graphen reduzieren kana.Anhzahl der
entfernten Knoten und Kanten hangt von der Anzahl der KatsrnGraphen und vdnab, also
von der Dichte des Graphen ab. Dabei hat eine kleinere Daihteerhdhte Anzahl an Reduk-
tionen zufolge. Leider kann man feststellen, dass die Reshét ausCM U EZ \ {Triangle}

den Reduktionen ausS, U { Triangle} deutlich unterlegen sind. Aus diesem Grund bietet der
Algorithmus nur eine kleine Verbesserung fur Graphen nii3grer Baumweite, gegeniber be-
kannten Algorithmen, die mithilfe von Reduktionen prifeb, @n Graph Baumweite kleiner
oder gleich drei besitzt.

4.4 Ausblick

Diese Arbeit zeigt, dass mithilfe von geeigneten Algorigmviele N P-vollstandige Probleme
fur Graphen mit Baumweite kleiner oder gleich vier in lingateit gelost werden kdnnen. Die
Ergebnisse aus Abschnitt 4.3 zeigen, dass der Algorithramelgrol3e Konstante besitzt und der
Algorithmus in der Praxis auch auf grol3e Graphen anwendhar i

Man konnte versuchen diese Arbeit auf Graphen mit Baumwegimér oder gleich funf zu
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4 Algorithmus zur Findung von 4-Eliminationsfolgen

erweitern. Dabei Werden die Superstrukturen auf maximdl Ainkerknoten erweitert. Das Ver-
fahren aus Abschnitt 3.4 zur Konstruktion der Blattstruktukdnnte man wieder anwenden.
Dazu miusste man zunéchst Superstrukturen bilden und Vensue diesen sichere Reduktion
zu finden, bis man eine Menge von Blattstrukturen auf maxiiinal Knoten gefunden hat, die
wieder die Bedingung erflllen, dass die Superstrukturenndin daraus bilden kann entweder
wieder Blattstrukturen sind, oder eine Reduktion enthaliledoch kann man davon ausgehen,
dass dies einen noch grol3eren Aufwand erfordert, wie daitBebn k = 3 nachk = 4 schon
gezeigt hat.
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4-Sterne Reduktion, 19

adjazent, 3
Ankerknoten, 16

Baum, 4
-weite, 7
-zerlegung, 7

Blatt, 4

Blatt Strukturen
einfache, 31
Familien, 33

chordal, 15
Clique, 3

Grad, 3
Graph, 2
vollstandig, 3

induzierter Teilgraph, 3
inzident, 3
Isomorphie
von Graphen, 3
von Strukturen, 16
Isomorphismus, 3

k-Baum, 13
k-Eliminationsfolge, 10

Kanten, 2
-Kontraktion, 4
Knoten, 2
-Eliminierung, 4
innere, 16
Kreis, 4

Minor, 18

Nachbar, 3
-schaft, 3

Partiellerk-Baum, 14

Pfad, 4

Reduktion, 17
sicher, 17
Reduktionsregel
BCM, 36
Buddy, 22

CM, 35
Cube, 22

Doppel Leiter, 26

H7, 23

Leiter 1, 28
Leiter 2, 29
Leiter 3, 29
Leiter 4, 30

One, 22
Series, 22
Stern Leiter, 26
Stern-0O, 21
TO, 24
Triangle, 22
Triple, 36

X Leiter 1, 26
X Leiter 2, 26
YI, 24

YO, 23

Zero, 22

Schwerpunkt, 27
Sehne, 4
Struktur, 16
Superstruktur, 34

Vereinigung, 3
vollstandig, 17

Wald, 4
Weg, 4

Zentrum, 34
Zerlegung, 16
zusammenhangend, 4
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